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本 书本 1937 年 经 国家 教委 工科 院 校 应 用 数学 专业 教材 委员 会 评选 ， 推 
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实 变 函数 与 泛 函 分 析 作为 现代 数学 的 重要 分 支 ， 其 镁 入 和 广 
法 已 经 广泛 应 用 于 数学 中 的 从 多方 面 ,而 且 对 自然 料 学 ,工程 技术 
理论 以 及 人 文科 学 中 的 许多 领域 的 应 用 也 日 普 广 适 ， 成 为 这 些 领 
域 开 展 研 究 的 一 个 必 备 的 数学 基础 . 

因此 ， 近 年 来 我 区 高 等 工科 院 校 应 用 数学 专业 普 记 部 王 设 了 
专 实 变 国 数 与 这 国 分析 ? 课 ， 国 案 教 委 商 等 工业 学 校 应 用 才学 专业 
邢 材 委员 会 也 正式 把 < 实 变 函数 与 运 裔 分析》 定 为 该 专业 的 一 1 门 必 
修 课 。 本 书稿 就 是 由 这 个 教 材 委员 会 审查 道 过 并 推荐 作为 教材 正 
式 出 版 的 。 

本 书 作 清 多 年 从 事 & 实 变 图 数 与 泛 郴 分 析 ? 课 程 的 讲授 ， 积 宗 
了 丰富 的 教学 经 验 , 在 原 有 讲义 基础 上 ,又 经 这 多 次 反复 修改 ， 才 
最 后 形成 书稿 。 书 中 系统 地 人 外 绍 了 实 变 函数 与 诈 函 分 析 的 基本 概 
念 和 方法 ; 并 且 对 概念 和 方法 的 引入 与 阐述 榕 外 注意 深入 浅 出 与 
直观 背景 ; 全 书 层 次 分 明 ,、 重 点 突出 ;对 诬 量 空间 等 部 分 的 安排 与 
处 理 具 有 一 定 特色 ;文字 氢 述 流畅 易 展 ; 另外 每 章 之 后 还 配 育 难 易 
适当 的 习题 , 便于 读者 的 学 习 和 领会 ， 

本 书 对 高等 工科 院 校 不 少 有 关 专 业 的 教师 、 研 究 生 和 高 年级 
本 科 生 ， 以 及 相关 的 工程 技术 人 员 和 科研 工作 者 都 不 上 尖 鸭 一 本 有 
价 秆 的 参考 书 . 

匡 愉 类 
1990 年 3 月 8 日 于 哈 尔 演 工 灶 大 学 


编者 的 话 


本 省 是 按照 商 等 工业 学校 应 用 数学 专业 载 材 委员 会 为 突变 函 
数 与 泛 通 分 析 课 程 制定 的 基本 要 求 编写 的 。 编 者 根据 目 己 教授 这 
门 课 各 的 救 学 体验 ,于 1986 年 底 写 皮 初 稿 ( 讲 义 )， 并 在 我 校 应 用 
数学 专业 教学 中 试用 ， 在 此 基础 上 ,经 过 修改 才 形 成 此 书 ， 

本 书 与 现行 载 村 在 编排 上 不 同 的 是 ， 把 度量 空间 的 内 容 提 到 
了 前 面 。 数 直线 作为 一 种 特殊 的 度量 空间 包 伪 在 其 中 。 学 生 在 学 
习 中 涉 会 感到 困难 。 同时 也 节省 了 一 些 学 时 。 实 变 函 数 部 分 仅 介 
绍 了 有 关 Lebesgue 积分 的 内 容 ， 目 的 是 使 学 生 有 较 过 的 时 间 学 
习 站 下 分 析 部 分 的 内 容 。 本 书 的 前 两 章 是 全 韦 的 基础 知识 ， 即 集 
论 基 和 磁 和 度量 空间 ， 实 变 困 数 部 分 (第 三 、 四 章 ) 以 Lebesgue 积 
分 为 主要 内 容 , 包 括 Lebesgue 测度 ,可 测 函 数 和 Lebesgue 积分 ， 
在 江汉 分 析 部 分 (第 五 ,六 ,七 、 改 竟 ) 中 ， 详 细 介 绍 了 炭 范 线性 空 
加 ,Banach 空间 ,内 积 宝 间 和 Hilbert 空间 中 的 基本 概念 。 基 本 定 
理 和 斌 国 分 析 的 天 本 方法 。 简 要 地 介绍 了 一 般 谱 论 的 基础 知识 及 
紧 算 子 的 谱 理 论 。 每 一 节 的 后 面 都 附 有 一 定数 量 的 习 惠 ， 它 们 是 
标书 内 容 的 一 个 补 死 ， 书 中 定义 , 引 理 ,定理 、 公 式 、 插 图 按 章 缩 
与 ， 合 如 “ 定 开 2,3 是 指 在 同 -- 章 中 第 二 节 的 定理 的 序号 ， 不 局 
章 的 证 理 皮 号 都 在 前 面 加 上 章 购 编 号 . 全 书 计 划 学 时 约 110~ 
128 学 时 。 教 师 可 根据 不 局 的 情况 酌情 减少 内 容 和 学 时 . 

三 在 书 的 编 与 过 程 中 ,我 们 参考 了 国内 外 许多 现行 教材 ,从 中 
党 莲 淹 浅 , 如 夏 诞 行 竺 编写 的 * 实 变 函 数论 与 渤 函 分 析 3》, 郑 维 行 和 
王 户 望 编写 的 < 实 变 尔 数 与 江 恬 分 析 概 要 3》, 程 其 训 等 编写 的 < 实 变 
函数 与 泛 阔 分 析 基 础 3, 侍 怀 云 茹 编写 的 4 应 用 送 逊 分 析 基 础 3?， 李 
区 傈 和 嫌 守 同 编写 的 《应 用 过 国 共 础 #， 再 ， 工 Royden 编写 的 

了 


*leal Analysis}, E. Kreyszig 编写 的 Tntroductory Punci:onal 
Analysis with Applications» 和 等. 

为 了 本 书 的 出 版 ， 哈 尔 淡 工业 大 学 虹 从 类 教 授 认 真 仔细 地 审 
阅 了 全 书 ,提出 了 县 体 修改 意见 ,并 为 本 书 作 序 ， 编 者 在 此 表示 惠 
心 感谢 

1987 年 ,此 书 初稿 作为 参加 评选 的 教材 经 过 兄弟 院 校 的 专 家 
和 问 行 的 评审 和 评议 ， 大 家 提出 了 很 多 有 益 的 修改 意见 ， 我 系 陈 
志 敏 副教授 在 教学 中 试用 此 书 的 初稿 ， 提 出 了 很 好 的 建议 ， 症 等 
教育 出 版 社 的 编辑 为 本 书 的 出 版 作 了 文字 的 加 工 和 和 精心 的 编辑 。 
编者 回 以 上 各 位 致 以 庄 心 的 谢 音 ， 

由 于 编者 学 识 水 平 所 限 , 书 中 错误 与 不 要 之 处 , 葡 请 专家 和 读 
者 不 音 指 正 ， 


编者 
1990 年 7 月 二 天 染 大 学 
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第 一 章 ”集合 与 映射 


$1 集合 及 其 运算 

集合 (或 称 为 集 ) 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 ， 也 是 人 们 能 够 直 
观 埋 解 的 一 个 概念 ， 如 同 几何 学 中 的 “点 ” 与 “直线 ”的 概念 一 样 ， 
很 难 给 “集合 ”下 一 个 严格 的 定义 ， 所 谓 集合 (se!), 就 是 指 具有 确 
定 的 内 容 或 适合 一 定 的 条 件 的 事物 的 全 体 ， 集 合 中 的 “事物 ”" 称 为 
集合 的 元 素 (element)， 若 4 是 集合 ,z 是 4 的 元 素 , 则 我 们 记 xE 
4( 读 作 z 属于 4); 苦 “不 是 4 的 元 素 , 则 记 xz&4, 或 zE4( 读 作 
示人 属于 4)， 例 如 ,4 是 由 全 体 自 然 数 组 成 的 集合 ， 那么 每 一 个 自 
然 数 当 然 都 是 集合 4 的 元 素 ，1 是 4 的 元 素 , 记 为 1E4; 而 一 1 不 
生 凤 的 无 素 , 记 为 一 1 4. 

通常 ,我 们 用 大 写字 发 4, B, EB, 义 , 了 等 表示 集合 ,而 用 小 写字 
让 4,5,e,XY,Y 等 表示 集合 的 元 素 . 

我 们 把 满足 某 种 条 件 或 性 质 PCz) 的 元 素 z 的 全 体 记 为 如 下 
集合 

(zl2(Z)}、 
例如 , 方程 2? 一 1 =0 的 解 的 全 体 是 数 集 {z|z’ 一 1=0}, 显然 这 个 集 
合 中 的 元 素 可 以 列举 出 来 ,表示 为 {一 1, 1 ， 一 般 地 说 ， 如 果 集 合 
4 的 所 有 元 素 都 能 依次 列举 出 来 ， 我 们 可 以 把 它们 写 在 大 括号 里 
表示 集合 4， 比 如 ，4 是 由 全 体 自然 数组 成 的 集合 ， 则 可 记 4= 
(1,2,3,…, 1…}，B 是 由 元 业 ob,e 所 组 成 的 集合 , 则 可 记 B= 
iu,5,c}， 用 列举 法 表示 集合 , 既 简 单 又 盟 了， 而 且 使 用 很 方便 ， 
.1 


本 书 常用 以 下 字母 表示 下 列 集合 : 

N 表示 全 体 自然 数组 成 的 集合 , 即 N= {1,2,3,…,n,…*}; 

R 表示 全 体 实数 组 成 的 集合 (有 时 也 称 民 为 数 直 线 ); 

ZZ 表示 全 体 整数 组 成 的 集合 , 即 乞 二 {…, 一 %,…, 一 2， 一 1， 
0,1,2, "RR }} 

Q 表示 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 ; 

C 表示 全 体 复 数组 成 的 集合 . 

例 1 实 直线 及 上 的 闭 区 间 [0,1] 表示 所 有 满足 0 委 z 委 工 的 
实数 z 的 全 体 , 可 记 为 

[0,1]= {zZ|zE 有 ,0 入 xz 入 1)， 
或 者 简单 地 记 为 {xER10<z<1). 

例 2 闭 区 间 [0，1 上 的 连续 函数 的 全 体 组 成 的 集 ， 记 为 

O050, 1j, 即 
CT[0,1]= {fif 是 [0,1] 上 的 连续 函数 }. 

我 们 把 只 有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 (finite set). 把 
不 含 任 何 元 素 的 集合 称 为 空 集 (empty set), 空 集 前 用 人 O 表示 . 例 
如 ,方程 十 1==0 的 实数 解 组 成 的 集合 是 空 集 ,可 记 

{zER z+1=0} =¢. 
医 非 空 又 非 有 限 的 集合 称 为 无 限 集 (infinite set). 

设 4 和 BB 是 两 个 集 ， 若 对 于 每 一 个 xE4 必 有 zxEB, 则 称 4 是 
B 的 子 集 (subset), 记 为 4CB( 或 B 汪 4),， 读 作 4 含 于 B( 或 者 8B 
包含 4), 车 4CB 且 4 刁 B, 即 4 与 B 中 的 元 素 完 全 相同 , 则 称 4 
和 BB 相等 (equal), 记 为 4=B， 若 4 各 BB 不 相等 ， 则 记 为 4 天 已， 
若 A4CB 且 4 志 B, 则 称 和 4 为 B 的 真子 集 (proper subset), 记 为 4 
GB. 

对 于 任意 的 集 4 ,我们 规定 OCA4. 

例如 , 设 4= {2,4,6}, B= {4,2,6},C= {4,2,6,0}, 则 4=B， 
» 2 。 


4C( 性 人 首 更 准确 地 说 4 竺 0. 
下 列 性 质 是 明显 的 : 
(1) 对 于 任何 集 4, 和 都 有 4C4， 
(2) 站 ACB 日 BCCO 则 4CC， 
(3) ZE4 当 且 仅 当 单 点 集 {zC4， 
议和 4 和 B 是 两 个 集 ， 由 集 4 与 集 B 所 共有 的 元 不 组 成 的 集 称 
为 4 与 8 的 交 (intersection), 记 为 4 门 B, 即 
ANB= {xIzxEA BH. 7rEB}. 
由 集 4 与 集 瑟 的 一 切 元 素 组 成 的 集 称 为 4 与 吾 的 并 (union)， 
记 为 4UB, 即 
AUB= zxzc4 或 xzEBT 
由 属于 集 4 而 不 属 寸 集 B 的 元 素 组 成 的 集 称 为 4 与 B 的 差 
(difference), 记 为 4\B, 即 
A\B={7rz|zEA 击 zB}. 
石 BCA， 则 其 集 A\B 称 为 B 关 于 4 的 余 集 或 者 补 集 
(Complement set)，, 记 为 安 B, 即 
GB= A\B. 
当 我 们 的 讨论 限制 在 某 一 个 固定 集 站 ( 称 之 为 基本 集 ) 的 子 集 范 
围 内 时 ,了 4 的 子 集 B 关 于 的 余 集 名 x8 简 记 为 儿 B 或 B*, 并 称 它 
为 的 余 集 或 补 集 . 
上 面 定义 的 几 个 概念 ,容易 从 下 面 的 图 示 中 得 到 直观 的 理解 ， 
网 个 集 的 交 与 并 的 定义 可 以 推广 到 一 般 的 情况 . 设 {4。}。-o。 
龙 一 族 集合 , 即 对 于 每 一 个 aED 可 确定 一 个 集 4。, 称 刀 为 指标 集 


(index set)。 这 一 族 集 的 交 [| 4 与 并 [4 定义 为 
“ED oeD 


4. 一 {z| 对 于 每 一 个 aED 皆 有 zE4)， 
Se 六 


s 3 


U 4.= {z| 存 在 cED, 使 得 xzE4。}. 
包 过 让 


设 导 是 基本 集 . 从 上 上 面 的 定义 , 容易 看 出 下 列 性 质 成 立 ， 
(1) 车 4cB, 则 A\B=@. 

(2) A\BCA. 

(3) A\B= ANMB.. 

(4) (A\8)NB=0. 

(5) AU 4°=X, ANA'=. 

6) XO OA 

(7) (4°):=A. 

《8) 若 4CB, 则 4° 沪 B.. 

(9) 若 4 站 B=C@, 则 ACB* 日 有 C44 


(10) 车 对 每 一 个 aED 皆 有 4。.CB, 则 | ] 4.CB. 


«ED 


(11) 车 对 每 一 个 aED 和 锭 有 4。B, 则 [4s。 汪 8. 
«ED 


下 面 我 们 总 假定 站 是 基本 集 ， 集 合 有 下 面 运 算 性 质 . 

定理 1.1 设 {4s}。eo 是 一 族 集 , 4,B,C 是 集 , 则 

(1) 交换 律 4 门 B=B 门 4, 4U B=BUA4. 

(2) 结合 律 : (4 站 B) 由 C= 4AN (BNC)， 
(AUB)UC= AU (BUO). 


(3) 分 配 律 : ( 站 4 )U4 = 站 (4.U4， 


(U4)N 4= U 4.nN os. 


(4) ANA4=A, AUA=4. 
证 明 只 证 (3) 的 第 二 式 , 其 余 的 证 明 类 似 . 


对 于 任意 的 zc( U 4. )N4, 则 zE | 4。 且 xzEA. 于 是 ， 存 


让 二天 在 万 乃 


在 Qo€D 使 xE4。,, 且 xE4, 从 而 zE4A6M4. 故 zE [jj (4nad)， 


om U 4. )N4 EU .Nt 


训 守 DD tt) 


另 一 方面 ,对 于 任意 的 z€ | ] (4. 门 4), 则 存在 a.ED， 使 xE 
epD 
hs 门 4, 从 而 zE4。 且 zE4. 改 zE( U 4。 ) 4, 即 [ (4sn 4) 
ED a DD 


c( U4 )n4 


属 扎 及 


综 上 所 述 ,等 式 ( U4. )N4 = [| (4, 门 4) 得 证 ， 
“ED 


och 


定理 1.2 设 {44}ses 是 一 族 集 , 则 下 列 运 算 满足 对 偶 原 理 ; 


(U4 ) 一 门 4 
atD rei:D 


Vt 


( 人 4 ) = | A (de Morgan 公式 )， 


en 


证 明 鞠 证 第 一 式 .对 于 任意 的 zs( LU 4 ) , 即 x 和 | 4 
ED 人 所 万 


则 对 于 任意 的 wED, 皆 有 zks4。， 从 而 zs4:， 故 zE 人 4:， 即 


(UL4 ) Ns 


如 把 天 外 反 用 


另 一 方面 , 对 于 任意 的 xzE [|4:, 则 对 于 每 一 个 aED 丝 有 xc 
必 蕊 DD 


人， 从 而 于 4 放心 4, 即 xE( 岂 4. ) ， 于 是 站 4: 忆 
«ED ED 


ED 


(U 4 ): 因此 ,第 一 式 得 证 . 


| 将 第 一 式 两 边 取 余 集 , 得 到 
U4 (U4)] (Qs) 


把 4。 换 为 4s, 则 第 二 却 得 证 ， 
定理 1.3 设 瑟 是 一 个 集 , {4。} seo 是 召 的 一 族 子 集 , 则 


(1) E\ [jj4s= (| (8\4.), 


应 交大 让 忆 呈 


(2) E\{)4.= () (8\4,)., 
ateED SED 


此 定理 的 证 明 留 给 读者 自己 去 完成 . 
为 了 今后 学 习 的 需要 , 我 们 再 介绍 下 面 的 一 些 概念 . 


设 双 = {4。}sco 是 卫 中 的 一 族 集 ,BCX， 车 | | 42 则 称 


ED 


凡是 五 的 覆 镭 (Covering)， 厂 光 0 一 {4j aeo， 5 WM,— {Bg} se Da 芥 | 
6 * 
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是 五 的 覆盖 ， 且 味 , 己 观 ,, 则 称 观 | 是 中 ,的 子 覆 六 (Subcover 
ing). 特别 地 , 当 足 ; 的 子 覆 盖 忱 , 是 有 限 集 时 ,我 们 称 双 , 是 类 ， 
的 有 限 子 履 盖 (finite subcovering). 

及 4 吴 是 任意 两 个 集合 ， 对 于 aE4,bEB, 以 (o2) 表 示 廊 序 
元 素 对 ,简称 序 对 ,并 且 (a1,51) 二 (qz,52) 定 义 为 a 二 as 且 D 六 
所 有 序 对 组 成 的 集 {(a,5)|aE4,5EB} 称 为 4 与 B 的 直 积 (direct 
product), 记 为 4xB, 即 

AxB=1{(a,b) laEA,bEB)}. 
当 4, B 中 有 一 个 为 空 集 时 ,规定 4x B= 人 3. 
一 般 地 , 设 41, 4,,…, 4a(n 之 2) 是 nn 个 集合 , 则 它们 的 直 积 定 
义 为 
Ax A, x x A, 
= {(ay, ds, dn) | a:EA;, t=1,2,.., Nn}, 
其 中 每 一 个 4;(i 王 1,2,…，7) 称 为 此 直 积 的 坐标 集 (coordinate 
Set) 

例如 ,两 个 实 直线 及 的 直 积 就 是 实 平 面 R’, 即 R*=R xR， 
n 维 欧 氏 空 间 RR 就 是 % 个 实 直线 及 的 直 积 . 

例 3 对 于 任意 的 集 4, B,C, 试 证 明 下 式 成 立 : 

Ax (BUC)= (AxB)U (4xO). 

证 明 ”对 于 任意 的 (a,5)EAx (BUOCO), 则 a€E4,2EBUOC， 于 
是 aEA,bEB 或 者 5E0, 故 (a,50)E(AxB)U (4A4x0O)， 这 表明 Ax 
(BUC)C(AxB)U(A4xC)， 同 理 可 证 相反 的 包含 关系 式 ， 因 此 
等 式 成 立 . 


习 是 


1， 证 明 下 列 各 条 是 等 价 的 . 
(1) AUB=B,(2) 4 一 B,(3) 4 人 8B= 4. 


2. 证 朋 xz&4AUB 的 充分 必 杰 条 件 是 YE4 有 全 已. 
3， 证明 (4\B)N\C=A\(BU OC). 
4. 证明 (4UBINC= (4\0)U (BO), 
(AfIB)\C= (A\C) NN (B\O). 
5. 化 简 (1) ‘4\B) UU (0\B)， 
(2) ANB;U'ANB)U (ANB'). 
6， 证 明 4\‘A4\B)= 二 4 门 B， 
(A\B} NN (OC\D) = (ANMNCIN\(BUD). 
7. 证 明 A\':B\CO)C(A\B}UDO, 
CALCI\(BUD) CA\B) UY (CO\D). 
8. 证 明 数 直线 上 的 开 区 间 {( 一 2,2) 和 闭 区 间 i 一 2, 2] 可 表示 为 


9.， 证 明定 理 1. 3. 
10. 证 明 (4,X 五 ) 门 (4 又 了 ) 一 (4 门 4 )X (BB,). 


$2 映射 


在 抽象 地 研究 集合 时 ( 即 对 于 和 集合 中 元 素 的 性 质 不 加 考虑 
时 )，, 一 个 集合 中 元 素 的 多 少 应 是 最 基本 的 概念 ， 但 车 物 的 多 或 少 
的 概念 是 通过 比较 形成 的 ， 如 果 两 个 集合 的 元 素 都 能 完全 明确 地 
罗列 出 来 , 那 末 容易 比较 出 哪 一 个 集合 的 元 素 多 , 哪 一 个 集合 的 元 
素 少 ， 例 如 , 班级 教室 里 的 座位 都 摆 整 齐 了 ,学 生 一 个 人 坐 一 个 位 
置 . 如 果 所 有 的 学 生 都 坐 下 之 后 还 有 座位 空 着 ， 那 末 座 位 比 学 生 
多 ; 如 果 坐 满座 位 后 还 有 学 生 设 有 位 置 坐 ， 那 就 表示 学 生 多 于 座 
位 ;如果 既 没有 空 座位 ,又 没有 无 位 置 的 学 生 ， 那 就 表示 学 生 与 座 
位 数目 相等 ， 这 个 问题 就 是 利用 学 生 与 座位 的 对 应 来 研究 “学 生 
集 ” 与 “座位 集 ” 中 元 素 的 多 少 ， 这 样 ， 判断 两 个 有 限 集 4 和 B 是 
。8 ， 


否 具 有 同样 多 的 元 素 并 不 需要 真正 知道 它们 元 素 的 个 数 ， 而 只 需 
知道 能 否 在 它们 的 元 素 之 间 建 立 起 一 个 一 一 对 应 关系 即 可 .这 个 
事实 局 示 我 们 如 何 去 研 究 无 限 集合 中 元 素 的 多 少 ， 但 是 对 于 无 限 
集合 来 说 , “元 此 的 个 数 ” 这 个 概念 是 完全 没有 意义 的 . 
定义 2.1 设 4,B 是 两 个 非 空 集 ， 若 存在 一 个 对 应 规律 了 ， 
使 得 对 于 每 一 个 xE4, 有 唯一 的 yEB 与 之 对 应 , 则 称 了 为 从 4 到 
总 的 品 射 或 映 象 (mapping), 记 为 
f :4A4->B, 
或 省 
jx y (rEA)., 
y 称 为 + 在 映射 下 的 象 image)， 记 为 yf(7) 或 y=fz. 集 4 
标 为 陕 射 了 的 定义 域 (domain)， 记 为 多 (]); 集 f(4)={f(z)1zxE 
今 称 为 映射 了 的 值 域 (range), 记 为 %(f). 
车 4C4， 
f(4)=1{f(7)|2zE A,} 
称 为 4 在 映射 了 下 的 象 ; 若 BICB， 
f° (8 ={zE4| Hz)EB 
称 为 Bi 在 映射 下 的 道 象 或 原 象 (inverse image)， 对 于 YEB， 
单 点 集 {四 在 映射 下 的 逆 象 记 为 广 !(9) , 即 
f(y)= {EAIf(7)=Y)}. 
三 ( 幼 也 称 为 在 映射 了 下 的 逆 象 ， 值 得 注意 ， 广 !(9) 是 4 中 的 
集合 , 可 能 包含 不 只 一 个 元 素 , 但 其 中 每 一 个 元 素 的 象 都 是 y， 还 
应 指出 ,在 这 里 (B10) 与 后 ( 引 都 应 分 别 看 作为 一 个 记号 
特别 地 , 对 于 映射 :4>B， 当 B 为 数 集 时 (BCR 或 BCC 
时 ), 称 了 为 泛 国 (functional); 当 4 与 五 缘 为 数 集 时 ,上 就 是 通常 
所 说 的 图 数 (function )， 
定义 2.2 设 上 映射 /:4->B. 


(1) 大 .5 写 ( 加 = 及 则 二 称 为 满 射 (Surjection) ,或 者 称 为 4 到 
8 上 (ont0) 的 映射 ， 

(2) 在 对 于 每 一 个 8E5 肛 ( 力 ， 有 唯一 的 zxE4， 使 得 f(?)=y， 
(等 价 地 ， 对 于 4 中 任意 的 元 素 mm，z， 若 2 志 22， 则 f(x1) 产 
f(z2)), 则 于 称 为 单 射 (injection)， 或 一 一 映射 (one to one 
mapping). 

(3) 右 了 既是 满 射 又 是 单 射 , 则 j 称 为 双 射 (bijection) ,或 者 
称 为 4 到 互 上 的 一 一 了 映射 , 

(4) 当 了 是 单 射 时 ,对 于 每 一 个 yE GR(f), 由 关系 式 Kz)=9 
可 以 确定 一 个 上 唯一 的 xE4 与 之 对 应 ,这 样 得 到 了 一 个 从 统 (]) 到 
4 的 映射 , 记 为 

广 ;55( 力 -> 
称 为 了 的 逆 上 映 射 (inverse mapping)。 当 了 是 双 射 时 ， 了 的 逆 映 
射 为 
f°1:;B->A. 
定义 2.3 设 映 射 :4 一 B， 上 映射 9:B->C， 对 每 一 个 xzE4， 
rg(f(r)) 
古 一 个 从 4 到 C 的 映射 ， 记 为 gof;4->C， 我 们 称 gof 为 1 与 g 
的 复合 映射 (composition)， 


图 2.1 复合 映射 
定 父 2.4 设 了 映射 疡 4>C, 映 射 9:B->C，BC4. 若 对 于 每 
一 个 2G 和音 有 信 2) 二 g(x)， 则 称 上 映射 9 为 映射 在 BB 上 的 限制 
。 10 。 


ee 


(restriction), 记 为 9 二 了 is， 此 时 ,也 称 了 为 9 在 4 上 的 扩张 或 延 
扫 (extension ) 
例 1 设 有 映射 f:4->8B,yEB， 若 对 于 每 一 个 ?EA4 澡 有 
f(7)=Yo, 
则 了 称 为 党 值 映射 (constant mapping)， 这 时 多 (了 ) = {yo}、 
例 2 设 4 为 非 空 集合 ， 若 对 于 每 一 个 xzE4， 定义 上 映射 1 为 
1(#)=7, 
则 7: 4->4 称 为 4 上 的 恒 等 映 射 (idaentity mapping)、 显然 ， 但 
竺 上 肌 射 是 双 射 . 
例 3 对 于 xEC[0,1], 定义 
Fizr| z(t)dt. 
则 :CL0, 1 一 民 是 一 个 满 射 ， 
由 上 面 的 定义 ,不 难 推出 下 列 各 条 性 质 (证 明 留 给 读者 )， 
定理 2,5 设 映 射 f:X>7 了 ,映射 9:Y->2， 
(1) 对 于 任意 的 ACX, BCY,， 
ACf (f(4)), 
f(f° (8B)) CB, 
f°'(B)=(f7 (8B))’; 
当 是 满 射 时 , f(f-'(B))=B. 
当 了 是 单 射 时 ,f '(f(4))=4. 
(2) 对 于 任意 的 及 中 的 集 族 {4。} eeo 及 了 中 的 集 族 {B。) ep， 


i( {4。 = Uf(4.), 


ED 


{4 cf 


r (Us.)-U f 1(B,), 


* J ®s 


当 了 是 单 射 时 ， 人 了 4.)= 和 fo， 


(3) 若 了 是 双 射 , 则 广 :: 了 > 站 是 双 射 , 且 f'of 与 ff 分 
别 是 天 与 工 上 的 恒 等 喘 射 . 
(4) 在 访 9 都 是 满 射 , 则 gof 也 是 满 射 . 
若 f,9 都 是 单 射 , 则 gof 也 是 单 射 ， 
蔡 jf,9 都 是 双 射 , 则 gof 也 是 双 射 . 


习 

1. 设 f:X->Y, ACX,BCY， 证 明 

(1) ACf- (f(A4)), 

(2) f(f71(B)) 8B, 

(3) f°1(B°) = (f°1(B)).. 
举例 说 明 在 (1) 与 (2) 中 的 包含 关系 不 能 改 为 相等 . 

2， 设 f: 卫 ->Y,A, BCX， 证 明 

f(4NB)CFA) NFB). 

举例 说 明 在 上 式 中 的 包含 关系 不 能 改 为 相等 . 

3， 设 陕 射 (0, 1)->(0, 十 ce) 定义 为 


f (2) = (x€ (0, 1)). 


证 明了 是 双 射 。 
4. 设 Ci[0,11 为 闭 区 间 [0,1] 上 具有 连续 导数 的 阔 数 的 全 体 ， 肌 射 也: 
C1[0,1>CL0,1j] 定 闵 为 - 


(DH) (4) 一 下 (EC:[0, 1])， 
证 明 妃 是 满 射 但 不 是 单 射 ， 
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83 集 的 对 等 ' 可 数 集 


定义 3.1 设 4, 8 是 两 个 集合 ， 若 存在 一 个 双 射 f: 4 一 B， 
九 称 4 与 互 是 对 等 的 或 等 势 的 (equipotent), 记 为 4~B. 

值得 注意 ,4 一 8 与 4= 互 具有 不 同 的 含义 , 即 对 等 的 两 个 集合 
不 必 是 相等 的 ， 对 于 有 限 集 4, 妃 而 言 ，4~ 召 等 价 于 筷 们 的 无 素 
的 个 数 相 同 . 

关于 集 的 对 等 关系 , 由 定义 容易 得 到 如 下 性 质 . 

引 理 3,2 设 4,B,C 是 任意 的 集 , 则 

(1) 4~4A( 自 有 反 性 )， 

(2) 若 4~B, 则 B~A( 对 称 性 )， 

(3) 人 A~B 朋 B~0C, 则 4~C( 传 递 性 ). 

5| 理 3.3 设 {44}wep 和 {B}。iop 是 两 个 非 空 集 族 ， 且 对 于 
pED 当 gp 时 , 4 站 4 一 (OD, Bsf1Bg 一 (I. 若 对 于 每 一 个 XED 有 


A.~bB,, 出 
U 本 人 ~ U B.,. 
cD 


例 1 设 N= 1 2 四， 有 一 { 一 1 一 2 一 0 .对 
每 一 个 了 全 令 大 W= 一 态 则 了 是 闪 到 号 的 双 射 ,故人 一 瑟 

例 2 和 集 4={1,3,5,…,2n 一 1,*…}, B= {2,4,6,.…,2n,.} 
人 十 彼此 对 等 的 . 

例 3 设 4=(00,1), B= (0, 二 oo)， 则 4~B. 

证 明 在 xoy 平 面 上 了 到 点 2(0, 1 )， 以 2 为 圆心 ,1 为 半径 作 
圆 弧 C (如 医 3.1)， 对 于 xE4, 作 重 直 于 oz 轴 的 牌 线 交 C 于 = 过 
2 的 射线 pz 交 07 轩 工 轧 则 映射 

f: zeay 
让 4 到 B 的 冯 射 因此 4~B. 


@ 了 7 。 


图 3.1 
定义 3.4 凡 与 自然 数 集 N 对 等 的 集 称 为 可 数 集 或 可 列 集 


(countable set). 不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 (uncountable 
set). 有 限 集 和 可 数 集 统称 为 至 多 可 数 集 ， 

奇数 的 全 体 组 成 的 集 , 偶数 的 全 体 组 成 的 集 , 整数 的 全 体 组 成 
的 集 世 都 是 可 数 集 ， 

右 集 4 可 数 , 则 4~ 和, 即 存在 双 射 大 NN 一 4, 使 得 对 于 每 一 
个 EN 对 应 一 个 , 且 只 对 应 一 个 4 中 的 一 个 元 素 , 可 记 为 qu, 这 表 
明 4 中 的 所 有 元 素 可 以 用 目 然 数 编号 ， 即 4 可 排 成 无 穷 序 列 的 


形式 : 
(3. 1) A= {gi, 92,***, tn, … 小 。 
友之 , 若 一 个 集合 4 可 以 排 成 无 穷 序 列 (3. 1) 的 形式 , 则 


f: nan 
古人 到 4 的 双 射 , 改 认 一 4 从 而 4 为 可 数 集 ， 因 此 , 4 为 可 数 集 的 
充分 必要 条 件 是 4 可 以 排 成 无 穷 序列 (3.1) 的 形式 ， 
定理 3.5 可 数 集 的 子 集 至 多 是 可 数 集 . 
证 明 设 4 是 可 数 集 ， 则 4 二 {qa1,4s,…,4,,…}. 若 B 是 4 的 
子 集 , 且 B 不 是 有 限 集 , 则 B 显然 是 无 穷 序 列 {4,} 的 子 序列 , 即 
B= {qn dn ln, 1 )}. 


* J4* 


可 见 , 了 也 可 以 排 成 无 穷 序 列 的 形式 ， 因 此 了 3 是 可 数 集 .， 

定理 3.6 任何 无 限 集 必 合 有 可 数 子 集 . 

证 明 设 4 为 无 限 集 . 取 af-4， 由 于 4 为 无 限 集 ， 十 契 
4\{ejj 非 空 ,从 而 可 取 waE4\{taj。 如 此 继续 下 去 ， 可 得 到 人 么 的 一 
个 可 数 子 集 {eb co) 日 

定理 3.7 可 数 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 . 

证 明 设 14i} zen 是 一 州 可 数 集 . 不 妨 设 


《tf 


二 和 大 情 硬 和 时 和 二 号 


我 们 按 上 面前 头 指 疝 的 顺序 排列 得 到 


(1) (C1) (2) (3) (2) (1Y) 
Ae dl 2 3 …}， 


从 中 删 去 重复 的 元 素 ， 这 样 ，[ | 4 的 元 素 可 以 排 成 一 个 无 穷 序 
k=1 


列 , 放 它 坪 可 数 集 ， 

定理 3.8 区 间 50, 1 是 不 可 数 集 . 

证 明 采用 反 证 法 . 假 震 L0,1j 是 可 数 集 , 则 它 的 元 素 可 以 排 
成 一 个 无 穷 序列 的 形式 ,名 
(3. 2) [0,1]= {a, ao, le 


记 ,=[0，1]， 在 1 内 作 一 个 闭 区 间 了 ， 使 得 它 的 长 | 二- 旦 


*。 了 


qs 再 在 了 内 作 一 个 闭 区 间 7.， 使 得 [7:| < 这 且 ox&1， 如 此 
继续 下 去 ， 则 5] 得 到 一 至 团 区 同 fo, 7 1， 1;, """y L,, “"°y 请 下 直面 的 
条 件 : 
TDL D7 ,DD…., 
l 一 [和 
1 <7 (i=1,2, )， 


(3. 3) a;&1;(i=1, 2,."). 


因 芳 ->0( 计 ->co)， 改 由 < 数学 分 析 * 中 的 闲 区 间 套 定理 , 存在 唯一 的 


VC 人 1;， 由 于 xoE1o 及 Jo 具有 (3.2) 的 形式 ， 必 存在 neEN 使 得 


Xo 一 4n， 于 是 44 二 YoSE1ss 此 与 (3.3) 巴 悄 . 这 就 证 明了 [0, 1 十 不 
可 数 的 。 日 
例 4 有 理 数 的 全 体 所 组 成 的 集合 QQ 是 可 数 的 ， 
证 明 设 Q CQ 分 别 表示 正 , 负 有 理 数 的 全 体 , 则 
(3. 4) Q=Q*U 0UQ. 
我 们 证 明 Q 7 是 可 数 的 ， 事 实 上 ， 每 一 个 正 有 理 数 都 可 以 表示 为 


二 的 形式 ,其 中 p, 9EN， 对 于 每 一 个 9EN, 令 


显然 4, 是 可 数 集 , 并 且 Q+= | | 4 由 定理 3.7 知 ,Q+ 是 可 数 集 . 


易 知 Q+~Q-, 故 Q- 也 是 可 数 的 ， 由 (3.4)， 再 用 定理 3.7, 则 Q 是 
可 数 的 . 
例 5 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间 所 组 成 的 集 至 多 是 可 数 集 . 
证 明 ” 设 迪 为 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间 所 组 成 的 集 . 由 有 理 


es jo * 


数 的 稠密 性 ,对 每 一 个 开 区 间 (a,5)E 吕 ,可 选取 一 个 有 理 太 7os& (4， 
5), 故 由 (a2) 一 ?6 所 确定 的 映射 是 于 到 @ 的 其 一 个 隆 集 的 双 和 时. 
而 QQ 是 可 数 的 , 由 定理 3.5 知 , QO 的 下 集 至 多 是 可 数 的 ， 因 此 汶 全 
多 和 定 可 数 的 ， 


习 是 

1， 证 明 下 列 各 对 集合 是 对 等 的 ， 

(1) 70,1755 (0,1), 

(2) (ga, 0) 与 (0 1), 

(3) (-—00, -1-00) BS(—1,1)., 

2。 证 明 |0,11 于 的 全 体 无 理 数组 成 的 集合 是 不 可 数 的 . 

3， 证 明 %” 维 欧 氏 空间 民 "* 中 的 有 理 点 的 全 体 组 成 一 个 可 数 焦 ， 

4. 证 明 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 的 全 体 组 成 一 个 可 数 集 . 

5 证明 在 平面 直角 坐标 条 下 格 点 ( 指 两 坐标 均 为 整数 的 点 ) 的 全 体 组 成 
一 个 可 数 焦 . 

6， 证 明 所 有 了 以 有 理 数 4 和 卢 为 奖 点 的 开 区 闻 (@ 0 的 爹 体 组 成 一 个 可 

7. 证 明 单 调 蚊 数 的 不 连续 点 的 全 体 至 多 成 为 一 个 可 数 集 ， 


84 集 的 基数 


现在 ,我 们 用 对 等 关系 将 所 有 的 集合 分 类 , 即 一 切 与 集 4 对 等 
的 集 归 于 一 类 ， 称 为 包含 集 4 的 等 价 类 (equivalence class)， 记 
为 玉 (4)， 它 是 一 个 以 集合 为 元 素 的 集 类 (或 称 为 集 族 ), 即 

R(A) 二 1B1B 是 集合 , B~A}. 

容易 看 出 : ASR(4); 若 B,CER(4), 则 B~C;4~B 当 且 仅 当 R(A) 
二 RR(B); 4 与 8 不 对 学 当 且 仅 当 BR(4) 阁 8(B) = 名 ， 因 此 ,对 于 
任意 的 集 4 和 B， 在 等 式 R(4)==RR(B) 与 R(4) 几 RR(B)= 信 中 仅 
有 一 个 成 冰 ， 这样 ， 我 们 采用 的 分 类 法 把 彼此 对 等 的 集合 归 为 同 
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一 集 类 ( 锋 价 类 )， 不 对 等 的 集合 属于 不 同 的 集 类 ， 对 于 同一 集 类 
中 的 一 切 集 ,我 们 称 它们 具有 相同 的 基数 (cardinal number), 或 称 
它们 具有 相同 的 势 (power)， 记 号 4 表示 集 4 的 基数 . 由 此 可 知 ， 
当 4 一 五 时 有 4 一 万 . 

若 和 4 为 具有 个 元 业 的 有 限 集 ， 屠 末 包 含 在 4 的 等 价 类 中 的 
任何 集合 都 有 共同 的 特征 ， 皆 含有 个 元 素 ， 因 此 记 4 := 2， 在 
一 般 的 情况 下 ， 集 4 的 基数 可 以 看 作为 “元 素 个 数 ” 的 概念 的 
推广 . 

自然 数 的 全 体 NN 的 基数 记 为 兴 ,，( 污 作 Aleph 零 )， 即 N 
= 兴 s， 因 此 任何 可 数 的 无 限 集 的 基数 都 是 光 w 

区 间 [0, 1] 的 基数 记 为 淮 , 即 [0, 1] = 站， 

规定 空 集 亿 的 基数 亿 = 0， 

设 4 = 中 , 瑟 = 风 .车 4 与 B 的 一 个 子 集 对 等 , 则 规定 对 <<%. 若 
明和 多 且 对 天 %%, 即 4 与 吾 的 一 个 子 集 对 等 但 4 与 互 不 对 等 , 则 规定 
多 一 多 . 氨 此 规定 ,我 们 有 

0<~<n<Wo=%, 


其 中 4 为 自然 煞 ， 
设 4 是 一 个 集 , 宅 (4) 表 示 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集 , 即 
GA)={BIBCA.,. 
若 4 是 含有 % 个 元 素 的 有 限 集 , 则 2(4) 含 有 2" 个 元 素 ， 推 广 到 一 
般 的 情况 ， 若 4 = 钢 ， 我 们 记 多 (4) =2?, 则 有 下 面 的 结论 . 
定理 4.1 设 4 是 一 个 集 , 4 = 观 , 则 4 过 多 (4), 即 沈 <2. 
证 明 蕉 4= 念 ， 则 4 二 0 二 1= 多 (A). 
现 设 4 关 C， 定 义 f:， 4 一 儿 (4), 使 得 对 每 一 个 xE4 
RT 
则 是 单 射 ， 从 而 4 过 多 (4). 现在 证 明 它 们 的 基数 不 相等 ， 假 
车 4 = 多 (4), 则 存在 双 射 9，4-> 络 (4)， 令 / 
se。 18 。 


B: ES) 
则 BE22(04) 于 是 存 正 吐 攻 更 得 9(O 三 瑟 有 下 列 两 种 情况 : 
(1) 寿 aEB， 则 I 则 的 元 炎 的 定义 4a&9 (a). 但 由 9g (a) 二 8B 
a&B, 巴 盾 ， 
(2) 若 a&B, 则 a€Eg(a)， 由 BB 的 元 素 的 定义 ,aEB. 矛盾 ， 
故 和 4 关 多 (4)， 因此 4<2(4). 省 
定理 4.1 表明 ,在 集合 的 基数 中 不 存在 最 大 的 基数 . 
关于 基数 的 比较 , 有 下 面 一 个 重要 的 定型， 
定理 4. 2(Bernstein) 设 4，B 是 两 个 集 ， 若 4 过 B 晶 4 宇 
B, 则 4=B. 
证 明 由 于 4 三 8, 则 存在 BoCB 以 及 存在 双 射 fj:”4->Bo. 同 
桩 ,由 于 瑟 志 万 , 则 存在 44 己 4 以 及 存 作 双 射 9，B->4ho. 令 
A\Ao=A, f(A)=B,, 
9(B)= 4h, f(42) =B,, 
g(B;) = A;, { (43) = B,, 
9(Bs) = A 1 (4)=B, 


由 4mn4= 人 及 4 =7(BJC4 得 到 4m4= 人 (EN). 因 
f 是 双 射 , 故 B， ne 41) 1(42) = 人 因 9 是 双 射 , 故 4mn 4 
=g(B) (9(B,)= 于 是 41，4;, 4; 互 不 相交 .由 此 义 可 推出 
Bi, B,, Bs 互 不 相交 . 站 可 得 到 : 4 42，43，… 是 
一 列 互 不 相交 的 集 ; B1, Bs, Bs,… 是 一 列 互 不 相交 的 集 ， 又 因 f 是 


双 射 ， 有 4u~B,(nEN), 故 (4, 和 ~~ 绅 B,. 又 因 9 是 双 射 ， 有 
有 一 4， B~A,, 1 (n€EIN), 殉 


A\ U B, ~ A U A414= 人 A A,. 


n=1 
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因此 四 
(bd (ne (Da) 


注 应 用 了 Bernstein 定理 可 以 导出 如 下 结论 对 于 任意 的 两 
个 基数 岗 和 尖 , 三 个 关系 式 
= 
中 不 可 能 有 两 个 关系 式 同 时 成 立 ， 事 实 上 , 当 凯 二 器 时 , 其 它 两 个 
关系 式 显然 不 能 成 立 。 假 车 昭 一 民 与 外 一 暑 同 时 成 立 ， 则 有 (i) 
性 导 ,《) 纲 志和 必 , (ii 名声 纲 ,由 (i) 与 Giii) 成 立 ， 应 用 Bernstein 
定理 则 得 跑 二 R， 此 与 (i) 蔬 盾 . 
例 1 开 区 间 (0，1) 的 基数 C0，1j = 8 
证 明 ”只 需 证 (0, 1) 一 [0, 1]. 
记 (0, 1) 中 的 有 理 数 的 全 体 为 4=: {71,7s，,…}， 则 (0, DN\4 便 
是 (0, 1) 中 的 无 理 数 的 侈 体 ， 定 义 了 (0, 1)->[0，1] 使 得 对 于 每 
一 个 XE(0,1) 
2z, 若 xzE(0,1)Nd， 
0 Tn 
f(7)= i 
ro 车 7 一 mcaaEN) 
则 了 是 双 射 ,因此 (0, 1 一 [0,1]， 从 而 (0，1) =[0， 本 = 兴 . 
例 2 数 直线 民 是 不 可 数 的 ， 且 民 == 沪 ， / 
,证 明 定义 了: 〈0,1)-> 及 = (一 co 十 coo), 使 得 对 每 一 个 2E 
f(z)=ig( rz- 部 ) 
则 三 是 双 射 ， 因 此 有 民 = (0，1) =%. 
例 3 开 区 间 (0，1) 上 任意 一 点 z 可 以 表示 为 十 进 停 小 数 的 
形式 
es 20 。 


(4. 1) 4=022o2s (XE{0, 1,2,.,9}, 1EN). 
如 果 工 是 (0,1) 上 下 的 十 进位 分 点 ( 即 十 分 位 ， 百 分 位 , 千 分 位 ,… 的 
分 点 ), 那 末 2 可 表示 为 有 限 小 数 的 形式 或 以 3 为 循环 的 无 限 御 环 
小 数 的 形式 , 例如 有 申 小 数 0.27 还 可 以 表示 为 以 9 为 循环 的 小 数 
0.26999.….， 然 十 i 
0.27 -= 0.26999.….. 

换 和 乌 话 说 , 上面 这 两 种 形式 的 十 进位 小 数 对 应 于 (0,1) 上 的 加 一 - 数 
(或 同一 点 )， 我 们 称 0.27 为 此 数 的 零 循环 表示 ; 称 0.26999,… 为 
比 数 的 9 循环 表示 .如 果 2Z 不 是 (0,1) 上 的 十 进位 分 点 , 那 来 z 可 
表示 为 一 个 唯一 十 进位 小 数 . 令 所 有 形 如 (4.1) 的 十 进位 小 数组 
成 的 集 为 4 , 即 

4={0.7i2a23p1|2iE10 1,2,.",9}, EN,}. 
令 4 中 所 有 以 3 为 循环 的 无 限 循 环 小 数组 成 的 集 为 41/. 容易 看 
出 : 《1) 开 区 辣 (0, 1 上 的 十 进位 分 点 的 全 体 所 组 成 的 集 
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是 可 数 集 . 而 4 与 如 对 等 ， 故 41 是 可 数 集 . (2)A\4 与 开 区 间 
(0,1) 对 等 , 故 4\4, 的 基数 为 器 ， 由 此 可 以 证 明 ( 留 作 习 题 ， 见 习 
是 2) ,4=(4\4UDUa4, 的 基数 是 闪 ， 

类 似 二 上面 的 计 论 , 开 区 间 (0, 1) 上 任意 一 点 zz 可 以 表示 为 二 
进位 小 数 的 形式 

2 二 0.7iX203… (==0 或 1 EN)， 
如 果 式 是 (0,1) 上 的 入 进位 分 点 ; 那 末 3 可 以 表示 为 有 限 小 数 的 形 
式 或 以 1 为 循环 的 无 限 小 数 的 形式 , 例如 有 限 小 数 0.11 还 可 以 表 
示 为 以 1 为 循环 的 小 数 0.10111… 然而 
0.11=0.10111.… 
。21 ， 


这 表明 二 进位 小 数 0.11 与 0.10111… 对 应 于 (0, 1) 上 的 同一 数 , 它 
们 分 别称 为 此 数 的 零 循环 表示 和 1 循环 表示 ， 令 
B= {0.xxor73* | 2 一 0 或 1 1EN}, 
则 同样 有 瑟 一 兴 ， 
例 4 所 有 实数 列 组 成 的 集 8" 的 _. 效 为 兴 ， 
证 明 定义 映射 j， 民 一 B" 使 得 对 繁 一 个 xER 
f(z)= (x,7, x,**)EE", 
则 于 是 单 射 , 即 及 与 5" 的 一 个 子 集 对 等 , 故 W 一 RB*. 
由 Benstein 定理 , 我 们 只 需要 证 明 历 "之 只 令 
B={(x1, 32 Tn ) | O07rs 1, neEN}. 
定义 上 映射 9 ，B->B" 使 得 对 每 一 个 2= (x1, Yo, 2) 全 B， 


1 1 ] 
9(z)=(tg(z 一 了 )=， tg(z: 地) es tg(z, -地 jz …) 


刚 | ff 是 双 射 ， BIB=E”. 对 于 YX 一 (Zi22 ns EB, 全 一 个 
Xn 可 表示 为 十 进位 无 限 小 数 的 形式 : 

Y1 一 TY112122 3 Nn", 

2 一 OT Taros Lon’, 

73 -一 .312327833 "Tan'"'y 


多 


淡 刀 一 OXniTn2aTns”’ "dnn’"'y 


我 们 定义 映射 h，B->(0, 了 使 得 

AZD) 一 0.Z1121272:231222137 14023。 
则 易 见 玫 是 单 射 ， 即 如 与 (0，1) 的 一 个 子 集 对 等 ， 故 盏 “= 了 3 二 
(0, 1) = 器 ， 综 合 上 面 的 证 明 则 得 刀 = 内. 


* 作 力 .9 


习 题 
2， 证 明 : 车 4 = 外,B 是 有 限 或 可 数 集 ， 则 4UB 一 沪 ， 
3， 设 <4。1aED}; 是 -- 集 圭 ， 基 中 每 一 个 4。 的 基数 为 治 ， 问 当 指 标 集 2 
分 别 是 有 限 集 ,可 数 集 和 厅 数 为 兴 的 集 时 ,| ] 4。 的 基数 如 何 ? 


a ED 
4. 证 明 % 维 欧 氏 空间 R* 的 基数 是 名 ， 
5。 设 B 为 所 有 二 进位 小 数组 成 的 集 , 盈 
R= {0.71770 7; 二 0 或 1,1EN). 


3， 爱 C0,1; 是 [0; 1 上 所 有 过 续 明 数组 成 的 集 , 试 证 明 它 的 基数 为 从 . 


“$3 人 和 偏 序 集 选 择 公理 


在 集合 的 元 素 之 间 的 序 的 概念 是 近代 数学 中 的 一 个 很 基本 的 
概念 。 带 有 这 种 序 的 集合 , 作为 一 种 基本 的 数学 结构 , 在 近代 数学 
的 各 个 方面 都 经 常 需要 用 到 它 。 在 本 节 中 ， 我 们 着 重 介绍 有 关 序 
的 一 些 基 本 概念 . 

定义 5.1 设 刀 是 一 个 集 ， 若 在 耳 的 元 素 之 间 规 定 一 种 关系 
“ 夺 "， 满 足下 列 条 件 : 

(1) (日 友 和 性) 对 每 一 个 at 皆 有 a 二 a; 

(2) (反对 称 性 ) 者 ab 且 pa(a, bEE), 则 a==b; 

(3) (传递 性 ) 套 6 和 8 Bb<eta,b,cEB), 则 a<o. 

则 我 们 称 此 关系 ”为 如 十 的 一 个 偏 序 (partial ordering), 这 时 
称 (, 硅 ) 为 一 个 偏 仓 集 (partially crdered set)， 或 简单 地 称 到 
* 39 


为 一 个 偏 序 集 . “o 按 好 读 作 “wa 前 于 2 (或 "2 后 于 4 小 

下 面 举 出 一 些 常见 到 的 偏 序 集 的 例子 ， 请 读者 自己 验证 它们 
广 足 定义 5. 1 中 的 条 件 . 

例 1 (及 , 委 ) 是 偏 序 集 . 其 中 “< 为 二 实数 之 间 的 小 于 或 学 
于 关系 ， 

例 2 设 z =: (8 和 3 一 (95792) 是 民 中 的 任意 二 元 素 ， 齐 
定义 “二 "使 得 

rESN HB 5 

(上 面 等 价 符号 右 问 的 记号 “ 委 ” 是 实数 中 的 “小 于 或 关于 ) 则 
(及 ,和 ) 是 偏 序 集 . 

例 3 设 z*=( 司 5) 和 8 一 (7o 972 是 及 :中 的 任意 二 元 走 . 苍 
定义 “< ?使 得 

Z<gy 人 5E<<1i 或 者 当 拓 三 妨 时 必 有 纪委 7 

(上 面 等 价 符号 右 端 的 记号 “< 和 “和 分 别 是 实数 中 的 “小 于 和 
“小 于 或 等 于 ”")， 则 (R*， 到 ) 是 偏 序 集 ， 我 们 称 它 为 字典 序 平面 
(lexicographically ordered plane). z 

例 4 设 人 (7z) 是 集 z( 隆 人 @) 的 所 有 子 集 组 成 的 集 族 ,“C 起 
集合 之 间 的 包含 关系 ， 则 (22(2), CC) 是 偏 序 集 ， 

例 5 设 C[a,5j 是 [a, 5] 上 所 有 实 值 连续 溺 数 的 全 体 ， 定 义 
“<” 使 得 对 于 任意 的 f, geCLa, DJ 

fj 过 yg 咏 对 每 一 个 zxE[a,5j] 都 有 (7) 志 gz) 

(上 面 等 价 符号 布 端的 记号 “ 委 ” 是 实数 中 的 “小 于 或 等 于 )， 则 
(C[o, 05], 委 ) 是 偏 序 集 ， 

设 ( 瑟 , 委 ) 是 一 个 偏 序 集 . 奋 刀 中 任意 二 元 素 6 与 2 都 契 可 
比较 的 ， 即 必 有 a 三 5 或 者 三 a 成 立 ， 则 (2 委 ) 称 为 一 个 全 序 集 
人 (totally ordered set)， 或 称 为 一 个 线性 序 集 (linearly ordered 
set)， 例 如 ， 例 工 中 的 数 直 线 民 和 例 3 中 的 字典 序 平面 都 古 全 序 
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集 . 然而 在 一 般 的 偏 序 集 互 中 , 可 能 有 这 样 两 个 元 素 4 与 ,它们 
是 不 可 比较 的 , 即 a 与 之 间 设 有 序 关 系 ， 既 不 成 立 @ 过 2 又 不 成 
3 5 人 4g， 容 易 看 出 , 例 2, 例 4 和 例 5 中 的 偏 序 集 都 不 下 全 序 集 . 

设 召 是 一 个 偏 序 集 ，4CE， 按照 五 的 偏 序 ，4 也 是 一 个 偏 序 
集 , 我 们 称 44 为 吾 的 偏 序 子 集 (partially ordered subset). 

定义 5.2 设 瑟 ,过 ) 是 一 个 偏 序 集 , zE 有 ，4C- 五 ， 

(1) 车 对 每 一 个 aE4 都 有 a 夺 zs， 则 zz 称 为 4 的 上 究 (upper 
bound)。 车 对 每 一 个 asE4 都 有 2 三 a, 则 XY 称 为 4 的 下 究 (lower 
bound). z z 
(2) 车 2 是 4 的 上 界 且 对 于 4 的 任意 一 个 上 界 9 都 有 2 专 y， 
则 z 称 为 4 的 最 小 上 界 (least upper bound)， 或 称 为 4 的 上 确 务 
(Supremum), 记 为 zx=sup4.， 若是 4 的 下 务 且 对 于 4 的 任意 一 
个 下 界 9 都 有 2<z， 则 >z 称 为 4 的 最 大 下 春 (greatest lower bo- 
und), 或 称 为 4 的 下 确 分 (infimumy), 记 为 和 一 Iinf4. 

(3) 车 zxE4 且 4 中 除 z 之 外 不 存在 后 于 z 的 元 素 〈 或 者 说 各 
存在 aE4 使 得 x 二 a 则 必 有 xz 三 6)， 则 2 称 为 4 的 极 大 元 (maxim- 
al element)， 若 xE4 且 4 中 除 z 之 外 不 存在 前 于 zx 的 元 素 ( 或 者 
说 ， 若 存在 acE4 使 得 ax 则 必 有 z= 二 a)， 则 zz 称 为 4 的 极 小 元 
(minimal element) 

需要 指出 , 偏 序 集 吾 的 子 集 4 的 上 界 ( 或 下 乔 ) 可 能 存在 ,也 可 
能 不 存在 ， 若 存在 也 可 能 不 唯一 ，4 的 上 确 界 (或 下 确 介 ) 可 能 存 
在 ,也 可 能 不 存在 ， 例 如 在 例 1 中 取 和 4=(0, 十 00), 4 的 上 分 和 上 
确 界 都 不 存在 .同样 , 偏 序 集 的 极 大 元 (或 极 小 元 ) 可 能 存在 ,也 可 
能 不 存在 , 若 存 在 也 可 能 不 唯一 . 

在 本 节 的 第 二 部 分 ， 我 们 介绍 集 论 中 一 个 重要 的 公理 一 选择 
公理 以 及 与 它 等 价 的 Zorn 引 理 ， 它们 在 现代 数学 的 发 展 中 起 了 
重要 的 作用 ， 


对 于 有 限 个 非 空 的 集合 41, 4,,…, 4 它们 的 直 积 为 
Al x A; XxX: x A,= {(as, G2s On |a;€E 4A,, 二 1，, 2 n}. 
其 元 素 (41,92，…，4an) 可 认为 依次 从 每 一 个 集 4; 中 选取 一 点 as 
($ 二 1， 2， "ys n) 而 得 到 ， 记 D= {1， 2 nn}. 那 玉 上 述 直 积 的 元 尼 
(ou qz,…， qn) 可 以 等 同 为 这 样 一 个 映射 6: D> | | 4 使 得 


(1)=aEA(t =1, 2,., 7%), 
因此 4 x 4s X… x 4 可 定义 为 上 述 映 射 a 的 全 体 组 成 的 集 , 
现在 我 们 把 这 一 问题 推广 到 考虑 任意 指标 集 口 的 集 族 {4。} oep 


的 直 积 ， 记 为 六 4s， 我 们 有 理由 设想 能 够 从 每 一 个 集 4。 中 选取 
一 点 m(aSD) 来 组 成 直 积 入 4 中 的 元 素 (9s)aeo 此 元 素 可 以 等 同 
为 这 样 一 个 映射 a:。 D> 日 4 使 得 
a(0) 一 Gac Au(aED). 
我 们 称 此 映射 a 为 选择 函数 (choice function)。 这 样 我 们 可 以 
定义 
义 4 如 ={alo: 7 >U 4 使 a(a) =a6E4s(aED)}. 

我 们 的 上 述 设想 的 合理 性 , 或 者 说 存在 选择 函数 的 合理 性 , 或 者 说 
直 积 入 4u 尖 人 的 合理 性 , 这 就 是 如 下 的 选择 公理 . 

公理 5.3 (选择 公理 ) 若 D 了 人 3 且 对 每 一 个 aED 都 有 4 天 
@G, 则 X Asz¥. 


选择 公理 是 由 Zermelo 于 本 世纪 初 提出 来 的 ， 历 史上 曾 有 一 
些 数 学 家 怀疑 这 条 公理 的 合理 性 ， 经 过 半 个 多 世纪 数理 逻辑 学 家 


和 26 * 


们 的 努力 ， 终 于 证 实 了 其 合理 性 . P。J。Cohen 在 他 的 书 (“Set 
Theory ang the Continuum Hypnthesis”"W 。 A . Benjamin 
JInc，1966) 中 指出 , 选择 公理 独立 于 其 他 的 集 论 公 理 . 这 就 是 说 ， 
它 既 不 能 从 通常 的 集 论 公理 系统 中 推导 出 来 ， 也 不 会 与 通常 的 集 
论 公 理 系 统 相 矛 秆 。 因 此 ， 在 数学 各 分 支 中 可 以 放心 地 使 用 它 ， 

选择 公理 有 多 种 等 价 形式 . 下面 介绍 的 Zorn 引 理 就 是 其 中 
一 种 应 用 较为 广泛 的 等 价 形式 ， 由 于 它们 互相 的 等 价 性 ， 我 们 可 
以 把 Zorn 引 理 当 作 为 公理 ， 

公理 5.4 (Zorn 5| 理 ) 设 刀 是 一 个 非 空 的 偏 序 集 ， 若 殖 的 
每 一 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 妞 有 极 大 元 . 
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二 章 度量 空间 


$1 度量 空间 的 基本 概念 


在 数 直线 民 上 ,任意 两 点 z 与 9 的 距离 可 以 用 绝 对 值 jz 一 纪 
天 示 , 或 者 说 ,任意 一 个 点 对 (x, 外 对 应 于 一 个 非 负 的 实数 1x 一 9|， 
这 样 确定 了 一 个 RRxR 到 R 的 映射 

d: (x, Paz, 9) = 17—Y. z 
在 平面 上 和 三 维 欧 氏 空间 中 也 有 类 似 的 两 点 距离 的 概念 ,例如 民 
中 任意 两 点 ?= 二 (561,52) 与 49 二 (171,71) 的 距离 
Q(z,Y) = — m0) + (6, — 2)’, 

现在 ,从 上 述 我 们 部 悉 的 两 点 距离 的 性 质 中 ,抽出 最 基本 的 儿 
条 作为 度量 公理 ,得 出 度量 空间 的 定义 ， 

定义 1,1 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,4 是 一 个 定义 在 下 X 互 上 的 
实 值 国 数 ， 即 对 至 中 任意 的 两 个 元 素 站 2g， 对 应 于 一 个 实数 
(7z,y)。.。 寿 对 于 任意 的 z, 9 zEX ,满足 

(M1) Q(z,Y) 之 0,4(z,9) 二 0 当 且 仅 当 z= 多 

(M2) d(x,y) 二 4(y,x*) 《对 称 性 ); 

(M3) dad(z, 四 二 d(x,z)- 十 4(z,y) (三 角 不 等 式 )， 
则 4 称 为 世上 的 度量 (metric) 或 称 为 距离 国 数 (distance functi- 
on),《 鲜 ,4) 称 为 度量 空间 (metric Space)， 度 量 空 间 (和 ,0) 可 篇 
记 为 入， 对 于 给 定 的 ?,9EX,4(z,9) 称 为 z 与 3 的 距离 . 

定义 中 ,三 角 不 等 式 在 R? 中 的 几何 意义 是 明显 的 ,在 几何 上 ， 
它 表 示 在 任何 一 个 三 角形 中 两 边 之 和 大 于 第 三 边 这 样 一 个 事实 。 
由 数学 归纳 法 , 二 角 不 等 式 有 更 一 般 的 形式 : 
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d(x1, rn) AR, rt2) td (x2 Fs) 十 … 十 CC i Cn), 

由 三 角 不 等 式 , 还 可 以 推出 下 面 两 个 常用 的 性 质 , 

引 理 1.2 在 度量 空间 ( 蕊 ,Z) 中 ， 

(1) 对 任意 的 z, 23, zc 和 ,有 

[d(x,2) —ad(y, 2)| dr, Y); 
(2) 对 任意 的 zz ,YEX, 有 
|a(z, DD) —d(r, 9) 1S, 2) +ay, y'). 

证 明 (1) 由 三 角 不 等 式 4(x,2z) 志 d(x,9) 十 4(Y, 2), 则 
(1. 1) d(x,2)—d(y, 2) SAL, Y). 
又 由 &(9, 32) 2) + Gd(7,2), 则 
(1. 2) z (2 2) 一 22 2) SAL, Y). 
综合 (1.1) 和 (1, 2) ,得 到 |g(z, 2 一 和 0 2) 三 dz 幼 ， 

(2) 证 明 类 似 于 (1)， 留 作 习 题 . 了 

在 定义 1.1 中 ,车 将 条 件 ( 了 及 DD 削弱 ,我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 1.3 设 XX 是 一 个 非 空 集合 ,d 是 一 个 定义 在 XxX 上 的 
实 值 国 数 。 若 对 于 任意 的 x,y,zSXX, 误 足 

CM 1') dx,Yy)20 有 d(x, 2) =0; 

(M2) d(x,Yy) = dy, 2); 

(M3) d(x, YEAr, 2) + dz,Y), 
则 a 称 为 全 上 的 半 度 量 (semimetric)， 或 称 为 拟 度 量 或 伪 度 量 
(pseudometric)， 这 时 ( 卫 , 4) 称 为 半 度 量 空间 ， 或 称 为 拟 度 量 空 
间或 伪 度 量 空间 . 

下 面 , 我 们 给 出 一 些 度量 空间 的 例子 . 

例 1 在 实 平面 R*=RxR 上 , 对 于 任意 2 一 (561,6:)， 
y= 二 《71,172)ER? ,定义 

d(x,9) = 161—n | + |é2 "7!, 

则 (R?, dj) 是 度量 空间 ， 事 实 上 ， 只 需 验 证 三 角 不 等 式 ， 再 设 


s 人 。 
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z= (51 62)ER’, 则 
dz 32) 一 | 一 9 十 1 一 732| 
| 一 | 二 | 一 71| 十 1&, 一 562j 十 | 上 一 972| 
一 人 (2 2)+d(z, Y). 
例 2 设 人 是 一 个 非 空 集合 ，X x 对 上 的 实 值 函 数 g 定义 为 
0, 丰 2 一 2 
dz, 9) = 1 若 xz 天 纪 
容易 验证 4 是 了 上 的 度量 .我们 称 4 是 和 上 的 离散 度量 (discrete 
metric)、( 了 ,4) 称 为 离散 的 度量 空间 . 
鲍 3 设 凶 是 一 个 非 空 集合 ,对 于 任意 的 x,YEX, 定 义 
d(x,y) =0, : 
则 (所 ,4d) 是 一 个 半 度 量 空间 ， 称 为 紧 连 的 半 度 量 空间 (indiscrete 
semimetric space). 
例 4 CLa,5j] 空 间 . CLa,5j] 表 示 La,5」. 上 连续 鸭 数 的 全 体 组 
成 的 集合 ， 对 于 任意 的 x,yEC[La,25j, 定 义 
alz, =max|z(t) —y(t)|, 


则 a 是 CLa,5] 上 的 度量 ， 事 实 上 ,只 需 验 证 三 角 不 等 式 ， 由 于 
[z(t)—yt) Elz t)—z(t)| + 1z(t)— y(t) 
<max|z(t)—z(t)|+ max|lz(t)— yt)| 
¢ ECG 8] £ ELQ, 8 
=d(x,2)+ ad(z, 9), 
则 d(x, Y) =—max|z(t)~— y(t) [<ad(z, 2)+ ad(z, 9). 


例 5 1” 空间 ， 1” 是 有 界 实数 (或 复数 ) 列 的 全 体 组 成 的 集 
合 , 即 1* 中 的 每 一 个 元 素 z 可 以 记 为 z= (51,52,…), 并 且 存 在 一 
个 仅 与 * 有 关 的 常数 cz, 使 得 对 每 一 个 刘 ， 
|5; 委 cz- 
对 于 1 中 的 任意 两 点 ZI 一 (Epo) 2 三 (71 113) 定义 


e 3 。 


d(xz,Y)=suplé;~—n;|. 
iEN 


容易 验证 , (1”, 4) 是 一 个 度量 空间 ( 留 作 习题 ). 

例 6 设 s 是 所 有 (有 界 的 或 无 界 的 ) 实 数 ( 或 复数 ) 列 的 全 体 
组 成 的 集合 . 对 s 中 任意 有 的 了 两 后 X= 二 4953) 2 一 (11 172,***), 
定义 


有 ~ 1 [és— 11| 
d(x,Y) = > — 


则 & 是 s 上 的 度量 ,事实 上 ，(M 有 1) 和 (M2) 是 显然 满足 的 。 为 验 


证 满足 (M3)， 我 们 考察 实 函 数 f(t) 一 了 二 由 于 ft 下 


在 1 之 一 ! 时 便 大 于 零 ， 因 此 ft) 在 1>> 一 1 时 是 单调 增加 的 ， 这 
样 ,对 任意 的 数 a 和 5, 因 |a 二 5|<<|a| 十 181, 故 


la+b| lal+ 12| |a| | 2 
I larol i laltlol itIalt i+ ToT 


再 设 z 二 (561,62,，…)Es8, 在 上 面 的 不 等 式 中 令 4= 二 564 一 61,0=61 一 ?49 
则 


d(z,9) = > 1 | £1— 14 


1 一 1 2 1 十 15 一 7 
D3 [és—erl 16 一 人 | 
人 (于 让 TIFie 
~d(2,2) +ad(y, 2). 
例 7 空间 (1 和 ?过 0)。 ?是 所 有 满足 
S| gle<o0 


的 实 ( 或 复 ) 数 列 (51, 5&2，…) 的 全 体 组 成 的 集合 。 对 于 1? 中 的 任意 


两 所 Z 一 《5 629°°°) ,Y= (1 72,**°*), 定义 
* 31 。 


0 1 
:{1. 3) ars) =( SNE nl). 


容易 验证 ,4 满足 (M1) 和 (M2). 为 了 证 明 4 福 足 ( 江 3)， 我 们 需 
要 下 面 两 个 重要 的 不 等 式 ， 
5| 理 1].4 设 多 一 (&1, >， “ELE, jy 二 (11 1 29 和 这 里 


p>1,g> 1 且 满 足 二 十 二 一 1, 则 zy 二 (5&1915 E2729…)E11, 并 且 


Dlém < 人 (二 | <， 2 AD) (Helder 不 等 式 ). 
特别 地 , 当 p= 二 =2 站 得 到 下 而 有 Cauchy-Schwarz 不等式 


Sleni< (Sle) (Sim). 


5| 理 1.5 设 z=(51, 60)*)EL?, 9 二 《91792 …)EL?(P 宇 1), 则 
之 十 gc 并且 


1 


(Blatt} <(Bis1) (Bm) 


(Minkowski 不 等 式 ). 
这 两 个 ?| 理 将 在 稍 后 证 明 ， 现在 我 们 利用 Minkowski 不 等 
式 来 验证 由 (1. 3) 定 义 的 2(z, 引 满足 (M3), 即 三 角 不 繁 式 .事实 
上 上 ， 对 于 如 中 任 党 的 z= (51, 50)，9 二 《015729***), 2 二 (61， 
2 


Nm 


d(x,Y) 一 (Diam) 


< Ds + 一 0 


虽 3 了 32 8 


<(5 6 全 | 2 
=-L(Z,2) 十 lz 2)。 


因此 ,1 关于 (1. 3) 定 义 的 度量 a 成 为 度量 空间 . 
现在 , 我 们 来 证 明 引 理 1.4 和 引 理 1. 5. 


引 理 1.4 的 证 明 ”对 于 p>1,9>1 上 且 坟 二 二 1 (这 样 的 两 


个 数 p,9 称 为 一 对 共 力 数 ) ,可 得 到 

p49 二 ?十 9, 或 (了 一 1)(g 一 了 二 1. 
若 令 4 二 t?", 则 可 解 出 1==w"!， 当 >>0,B>0 时 ， 在 iv 坐标 
平面 上 ( 见 图 1, 1) ,9p 表示 矩形 的 面积 ， 从 图 1.1 中 可 以 看 到 下 
面 的 不 等 式 成 江 : 


图 1.1 
[° ?一 ] 《一 ] 0 pb’ 
(1.4) ap<| t t+t| a hy = 和 十 后 - 
注意 到 当 @==0 或 B= 二 0 时 ,不 等 式 (1.4) 仍 然 成 立 , 因此 得 到 
(1.5) ap 和 十 全， (a>0, p>0). 


不 等 式 (1.5) 称 为 Young 不 等 式 ， 
现在 ， 对 于 任意 非 零 的 .一 (é1, 了 “EL? 种 Yy 一 (7 1 1 2, ) 


719 令 


® 3 了 3 


ha 二 RP I Tr, 
hy ” Pin " “ 


| | p= | 7; | 
(Bar (Bl) 


=] 


由 不 等 式 (1.5) 
ml| |e 


WA 
T 委 一 一 + 一 一 


Bia] (Br) PNEI gs lnsl 
求 和 , 便 得 到 


Me | 


一 HA 工 1 工 _ 
之 ， TS 三 
er (Bn) 

因此 , 对 于 非 零 的 xz,y, 得 到 


ln<( 写 #0 ( 室 1m 


当 z 或 为 零 元 素 时 ,上 式 仍 然 成 立 ，3| 理 1.4 得 证 ， 日 
引 理 1.5 的 证 明 当 p=1 时 ，Minkowski 不 等 式 显 然 成 这， 
现在 设 ?二 1。 令 @; 二 十 1;, 由 于 
[oj 三 | 和 十 9 oj 0 ADLA 
则 对 于 任意 的 正 整 数 N， 


《1.6) Zod élod +t 2 nllosl"™, 
应 用 Hélder 不 等 式 , 并 注意 到 (7 一 1)9==7, 得 到 
N N iT Nw 1 
or ee bx 


-Ss 中 Sion 


ea 34 9 


同样 地 ， 
之 ， wa Pe ba 3 ul. 


把 上 面 两 个 不 等 式 代 入 (1. 6), 得 


Eb A ba 


一 】 t=1 


由 于 1 一 三 一世 ， 则 上 式 可 化 为 


Bier <(Bier) + (Bn). 
二 一 大 f=l1 t= 1 


因为 xEL?,yE1?, 所 以 当 N-~>co 时 ,上 式 右 端的 极限 存在 ， 故 左 端 
的 极限 也 存在 ,从 而 Minkowski 不 等 式 得 证 . | 

例 8 1 维 欧 氏 空间 R"、 对 干 R* 中 任意 的 z= (&1, ,1)， 
y= 二 《71 72 "917n) 定义 


d(x, Y) = > (é&,— "| 


| £=1 


则 Ga 是 RR" 上 的 度量 ,事实 上 ， (M1) 与 (M2) 显 然 成 立 ; 阁 把 R* 
中 的 任意 元 素 (6&1， é2, 对 应 于 二 中 的 元 素 (é1， "Ens 0， 0， … 
则 应 用 Minkowski 不 狠 式 可 验证 (M3) 成 立 ， 车 定义 


di (x,Y) = > |E; 一 Ti|， 
一 
4-(2 Y) 一 maX | 后 一作 | 。 


容易 证 明 ,4 和 dw 也 都 是 及 "上 的 度量 . 


. $5 。 


nr 


悦 题 
1. 设 (X,d) 是 度量 空间 ， 证 明 对 于 任意 的 2,9,7'.97EX， 
aD de',y) Sas 2) 十 ay 人 
2， 在 小 中 ,对 于 任意 的 两 点 2 二 (61 和,…) ,9 一 (T4774s…), 定 义 
dz,9) =suplé— nl 

验证 (1”, 太 是 一 个 度量 空间 ， 

3， 在 C[c 习 中 ,对 于 任意 的 两 点 m 护 定义 

di (20 =| [a(t yD Is, 

证 明 di 是 CLas 5 上 的 一 个 度量 . 

4. 设 (X,@) 是 度量 空间 ,对 子 x,yEX, 定 义 


一 2 
(2 9) TT 


证 明 ( 也 ,4d) 也 是 度量 空间 . 
5. 设 (X,) 是 度量 空间 令 
pls,9) =min{l, ad(z,g)} (x,ytX), 
证 明 p 是 上 的 庶 量 ， 


§2 度量 空间 中 的 点 集 与 子 空间 


在 本 市 中 ,我 们 将 要 介绍 的 度量 空间 中 的 开 集 、 闭 集 , 邻 域 , 闭 
包 , 内 部 等 概念 都 可 以 在 数 直 线 民 (或 民 中 找到 它们 的 模型 . 这 
样 ， 可 以 借助 实际 的 模型 来 帮助 我 们 理解 一 般 诬 景 空 间 中 这 些 点 
集 的 性 质 ， 实 际 上 ,一 般 度 量 空间 中 这 些 点 集 的 性 质 与 及 (或 RR”) 
中 相应 的 点 集 的 性 质 之 间 有 很 多 相同 之 处 . 但是, 我 们 也 还 要 等 别 
留心 它们 之 闻 的 差异 ， / 

定义 2.1 设 (X,4d) 是 度量 空间 ,x0EX,? 为 大 于 零 的 实数 . 

B(xo,7)= {rEX|ad(z, to0) <r}, 

称 为 以 x6 为 中 心 .7 为 半径 的 开 球 (open ball). 
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B(xo,7)= {rEX TA, Xo0) Sr)}, 
称 为 以 2 为 中 心 .7 为 半径 的 用 球 (closed ball). 
心 (7oy7) 一 {ZE 和 10802720) =7}, 
称 为 以 zo 为 中 心 7 为 半径 的 球面 (sphere). 
在 不 同 的 度量 空间 中 , 为 了 更 清楚 地 表明 以 ze 为 中 心 7 为 半 
径 的 开 球 是 度量 空间 天 中 的 或 是 关于 度量 q 的 开 球 ， 我 们 记 它 为 
Br(zo 2) 或 Bi(zo7)。 对 于 财 球 和 球面 也 可 类 似 地 用 附加 下 标的 
方式 更 演 楚 地 表示 它们 .为 了 使 读者 对 于 不 同 度量 空间 的 开 球 有 
一 个 直观 的 认识 , 我们 给 出 下 面 的 例子 . 
例 1 在 KR? 中， 对 于 任意 的 两 点 x2=(&1, E62), Y= (71 2)， 
定义 
d(x,9) = (1—n1) + (és—7)’, 
Q(z,9) = | ~—n1|+|é 7,|, 
dz gj) 一 maX(| 56 一 人 | 十 1 一 Is|)， 
则 2， 2 和 4a。 都 是 民 * 中 的 度量 .关于 这 三 个 不 同 的 度量 以 零 为 
中 心 的 单位 开 球 分 别 记 为 Ba(0, 1), Ba,(0, 1) 和 Ba (0,1), 它 们 有 
如 图 2. 1 中 的 形式 ， 


图 2.1 


dr 


yf) Ct) + 
oA/ 
~ tf) 


2.2 


d(x,y) =max|z(t)—t)|. 


以 z 为 中 心 ,7 为 半径 的 开 球 B(z,7) 有 如 图 2.2 中 的 形式 ， 从 图 
中 还 可 以 看 到 ,者 yEB(z,7), 则 4(t) 的 图 形 完全 落 在 以 z() 一 7 
与 z(t ) 十 7 构成 的 市 形 区 域内 . 
例 3 设 (zx,d) 是 离散 的 度量 空间 ( 见 $ 1 例 2)， 则 对 于 和 任何 
XEX, 
Blz, 1)= {7}, 
B(r,1)=X. 
定义 2.2 设 4,B 是 度量 空间 的 韭 空子 集 ,xSEX 
da(A,B)=inf{a(x,y) |zxEA, yEB)} 
称 为 集 4 与 B 的 距离 ， 点 3 到 集 B 的 距离 ， 记 为 4(z,B), 定义 为 
单 点 集 {z} 与 B 的 距离 , 即 
a(rx, B)=inf {d(x,y) |1yEB}. 
集 4 的 直径 (diameter), 记 为 (4), 定 义 为 
6(A)=sup{a(z, y) |x, yEA}. 
若 6(4) 二 十 co, 则 称 和 4 是 有 界 的 (bounded); 否则 称 4 是 无 额 的 
(unbounded ). 
引 理 2.3 度量 空间 下 中 , 氮 集 4 是 有 者 的 , 当 且 仅 当 4 包含 


和 


在 某 一 个 开 球 内 ， 

证 明 “->” 设 6(4)=r。 取 定 xE4, 则 4CB(zx,? 十 1), 事实 上 ， 
对 任意 yE4, 由 44(z, 让 志 6(4)= 二 7 过 ?十 1, 得 yEB(x, 7 十 1). 

于 " 设 ACB(zxo,7)。 对 于 任意 的 x,yE4， 

(x,y) Ar, FT0) d(x0,9) T+r=2r, 
取 上 确 界 则 得 到 6(4) 委 27。 

定义 2.4 设 G, 了 是 度量 空间 芷 中 的 子 集 ， 车 对 于 每 一 所 
xEG, 有 一 个 开 球 B(x,7?), 使 得 B(z,7)CG, 则 G 称 为 了 中 的 开 集 
(open set). 阁 玉 的 余 集 殊 是 耳 中 的 开 集 , 则 卫 称 为 了 中 的 闭 集 
(closed set). 

由 定义 , 空 集 可 认为 是 开 集 ,显然 全 空间 有 是 开 集 ， 从 而 多 和 
入 也 都 是 闭 集 ， 

开 球 B(x,7) 是 开 集 ， 闭 球 8(xz,r) 是 闭 集 ， 事实 上 ， 车 
yEB(zZT), 则 Q(z,y) < 令 70 二 ?一 d(2z,9). 对 于 任意 的 zxEB(Y,70)， 
由 三 角 不 等 式 d(x,2z) 寺 4(7,9) 十 L(y,z) 达 4(z%, 拉 十 7T0 二 ?7， 故 
zEB(z,7)， 因此,B(y,70) CB(z,7)， 这 就 证 明了 B(x,?) 是 开 集 . 
又 若 yE(B(z,7)) 5, 则 Lz,9) 宝 r?. 令 71=d(z,y) 一 "7 对 于 任意 . 
购 z&EB(y,71), 由 于 g(x, 2z) 之 dz, 一 U9 2)>a(x, 9)—71=7, 
故 zE(B(z,7?))*， 因 此 ,B(Yy,71)C(B(z,7))*， 这 表明 (B(x,7))° 
是 开 集 ， 从 而 B(x,7) 是 闭 集 . 

开 集 和 了 闭 集 具 有 下 面 的 性 质 . 

定理 2.5 在 度量 空间 已 中 ， 

(1) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

(2) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

(3) 任意 多 个 采集 的 交 是 闭 集 ; 

(4) 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 

证 明 (1) 设 {G4。}sep 是 一 族 开 集 ， G= UG He, 则 存在 
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gED, 使 得 yxEG。 于 是 存在 ”六 0, 使 得 B(x,7)CGCG， 因 此 G 是 
开 集 . 

(2) 仅 就 两 个 开 集 的 情况 证 明 ， 设 41, 4s* 是 开 集 ， 若 xE4i 
门 4:， 则 存在 ”7r* 盖 0, 使 得 嫩 (ziT)C4 PCyo)C4， 取 7 一 
min(ri,7?2), 册 |] B(w%,7)CAiN 门 4;， 因 此 4A. 门 4, 是 开 集 . 

(3) 和 (4 的 证 明 , 应 用 de Morgan 公式 ,可 立即 得 出 ， 

需要 指出 , 无限 多 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ,无 限 多 个 闭 集 的 
并 不 一 定 是 闭 集 , . 

定义 2.6 设 V 是 度量 空间 XX 的 子 集 ,XoEV。 若 存在 ?0, 使 
B(xo;7)CV， 则 玉 称 为 z0o 的 邻 域 (neighborhood)， 若 zo 的 邻 域 
7 是 开 集 , 则 站 称 为 so 的 开 邻 域 (open neighborhood )， 

显然 ， 任 一 非 空 开 集 是 它 的 每 一 点 的 开 邻 域 ; 若 了 是 zZ 的 邻 
域 , 则 xzEV; 若 这 是 z 的 邻 域 且 VCUV, 则 是 x 的 邻 域 . 

定义 2.7 设 4 是 度量 空间 了 的 子 集 ， 知 4 是 氮 & 的 邻 域 ， 
则 zz 称 为 4 的 内 点 (interior point)，4 的 所 有 内 点 组 成 的 集 称 
为 4 的 内 部 (interior), 记 为 4 

显然 由 定义 知 ,zE4 当 且 仅 当 存在 ”>0, 使 下 (z,7)C4， 集 
合 的 内 部 具有 如 下 的 性 质 . : 

定理 2.8 设 4 和 B 是 度量 空间 的 子 集 ， 则 

(1) 4 是 包含 在 4 中 的 最 大 开 集 , 从 而 

4=UGIG 是 开 集 且 CC4Jj; 

(2) 4 是 开 集 , 当 生 仅 当 4=4"; 

(3) 若 4CB, 则 A”CB"; 

(4) (ANMB) ”=A° 站 一， 

证 明 (1) 先 证 4 是 开 集 , 着 zc4 ， 则 存在 ">>0， 使 
B(x,7)CA4. 对 于 任意 的 yEB(z,7)CC4, 则 4 是 yy 的 邻 域 .这 表明 
B(x,7)CA .因此 4 是 开 集 。 现 设 G 是 开 集 上 且 GCA， 若 xEG， 

。 AD 。 


则 G 是 zz 的 邻 域 ,从 而 4 是 z 的 令 域 ， 因 此 xzE4 . 这 就 证 明了 
CC4 , 即 4 是 包含 在 4 中 的 最 大 开 集 ， 

(2) 由 定义 得 到 4"CA4， 又 若 xE4 由 假设 4 龙 开 集 ， 则 4 
是 x 的 邻 域 , 故 zE4 ， 因 此 4=4 ， 必 要 性 得 证 ， 由 (人世 ， 充 分 
性 立即 得 证 ， 

(3) zc4 ， 则 4 是 2Z 的 邻 域 ， 而 4CB, 则 B 是 2 的 邻 域 , 故 
xc 

(4) 由 于 40 介 BC4, 由 (3) 得 到 (4 站 8B) C4 . 同 理 (4 们 8B)” 
CB .因此 (40NB) "CA 站 B8"， 另 一 方面 ,由 于 4 门 B 是 开 集 , 且 
4 NB CANB, 而 (ANB) "是 包含 于 4 们 B 中 的 最 大 开 集 ， 则 得 
到 4° 人 BCC(ANMB) ， 所 以 (4mnB) =4 nn3 .1 

定义 2.9 设 4 是 度量 空间 的 子 集 ，zEX， 若 7 的 每 一 个 
邻 域 了 都 包含 有 有 寞 于 的 4 的 点 , 即 4 们 ( 认 {z)) 翅 包 , 则 % 称 为 4 
的 聚 点 (accumulation point) 或 极限 点 (limit boint)。 4 的 所 有 
育 点 的 全 体 组 成 的 集 称 为 4 的 导 集 (derived set)， 记 为 4. 集 
4=4U4' 称 为 4 的 闭 包 (closure)， 人 4' 中 的 点 称 为 4 的 孤立 点 
(isolated point)。 若 4=4， 则 4 称 为 完全 集 (compjlete set)， 

闭 包 4 的 点 有 下 面 的 特征 . 

引 理 2. 10 2zE4 的 充分 必要 条 件 是 ,对 z 的 每 一 个 邻 域 P, 都 
有 ANV¥G. MNAb AeBm NA, WH dn, 4 > ra 

证 明 设 ze4=4UA4， 对 z 的 每 一 个 邻 域 7, 种 3e24 颈 
ANV 关 名 ;车 xE4 且 xz&A4, 则 4NV=A4AN (VW 八 {2}) 关 避 ， 反 过 来 ， 
车 对 z 的 每 一 个 邻 域 耻 都 有 4fV 关 名 , 则 从 xzE4 可 推出 zE4; 又 
从 zx&4 可 推出 4N (1{z)) 二 4NV 关 名 , 则 zxE4'CA. 是 

由 于 zEA*ez&4S 存 在 z 的 邻 域 V, 使 4NV= 儿 伟 存 在 xz 的 
邻 域 V, 使 VC4 rEA'"(4A" 表示 4° 的 内 部 ). 因此 ,和 集 的 闲 包 与 
内 部 之 间 有 一 个 重要 的 关系 : 

»。 了 和。 


(2. 1) A° 二 A°°, 或 4 二 A 

记号 4"" 表示 4 的 余 集 ， 如 果 在 上 面 的 第 一 式 中 把 4 换 为 4 
用 记号 42- 表示 4? 的 闭 包 ,记号 4? 表示 如” 的 余 集 , 则 得 到 
(2. 2) A° = A°-°. 

与 集合 的 内 部 的 性 质 相对 应 ,集合 的 闭 包 具 有 如 下 性 质 . 

定理 2.11 设 4 和 B 是 度量 空间 了 的 子 集 , 则 

(1) 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 从 而 

4 二 门 {PIF 是 闭 集 是 fF 必 4); 

(2) 4 是 闭 集 , 当 且 仅 当 4= 和 4 

(3) 若 4CB, 则 ACEB; 

(4) AUB =AUB; 

(5) ZEA 当 且 仅 当 d(z, 4) =0. 

证 明 (1) 因为 4?" 是 包含 在 4? 中 的 最 大 开 集 ， 由 关系 式 
(2.1), 则 所 =Ar*° 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 

(2) 4 是 闭 集 己 4° 是 开 集 怠 4o= 4 二 4 全 4= 忒 

(3) 对 于 xE4， 由 于 4CB， 则 对 zx 的 每 一 个 邻 域 耻 都 有 
BNVOANTD, 故 rEB. 

(4) AUB =(AUB)*=(4°NB)" =(A°NB°)°=A°°°U 
B‘*:*=AUB. 

(5) zE4 人 对 z 的 每 一 个 邻 域 了 缘 有 4mnF7 天 弛 会 d(z, 4) 三 0， 
事实 上 ,前 一 个 等 价 关系 可 由 引 理 2. 10 得 和 到， 现在 只 须 证 骨 后 一 
个 等 价 关 系 ， 首先 证 明 必 要 性 ， 对 于 任意 的 e 盖 0, 由 于 B(z,e) 是 
z 的 邻 域 ， 故 4 门 B(z, e) 关 多， 即 存 在 yEA 且 yEB(z,e)， 从 而 
d(x,y) 二 e， 于 是 由 e 的 任意 性 知 

d(x, A) =infid(z,y) 一 0。 
其 次 证 明 充 分 性 . 设 d(z, 4) =0. 对 于 4 的 任 一 邻 域 V, 存 在 
e 0, 使 得 B(x,e)CV. 对 此 ee， 我 们 有 40nB(ze) 天 Oo (因为 
472。 


d(x, A) =infd(s, 四) 之 2D>0， 


得 到 下 盾 , ) 因 此 
4 站 Fr 二 :4PmnB(z,e) 天 他， 0 
定义 2.12 设 卫 是 度量 空间 , 4, BCX、 若 4 二 B, 则 称 4 在 
B 中 黎 密 (dense). 特别 地 ,车 A= 二 卫 , 则 称 4 在 了 中 筒 密 ， 若 关中 
有 一 个 可 数 稠密 的 子 集 ( 即 卫 中 有 一 个 可 数 集 B, 使 万 = 及 )， 则 有 
称 为 是 可 分 的 (separable). 
由 定义 , 4 在 了 中 筒 密 , 就 是 说 , 对 每 一 点 zxEX,z 的 每 一 个 邻 
含有 4 中 的 点 ,或 者 等 价 地 说 (见习 题 4)， 对 每 一 点 xEX， 
每 -个 开 球 B(z,7) 都 包含 有 4 中 的 点 
例 4 数 直 线 RR 是 可 分 的 ,因为 全 体 有 理 数 的 集合 Q 是 可 数 
的 ,并且 在 及 中 稠密 ， 
例 5 复 平面 C 是 可 分 的 , 因为 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 复数 
的 全 体 组 成 的 集合 是 可 数 的 , 并 且 在 C 中 秽 密 . 
例 6 Lr 空间 (1<p<<00) 是 可 分 的 .事实 上 , 令 
4={gE1zlg 一 (7b 01w 0,0,…)， 10 …37s 为 有 理 数 ,zxEN)， 
则 4 是 可 数 的 ,现在 证 明 4 在 zz 中 稠密 ， 对 于 任意 的 z= (E， 
ss)Ez19 任意 的 < 之 0, 存在 xEJN, 使 得 
人 ， | ?< 生 ， 


十 上 


由 于 有 理 数 在 民 中 稠密 ， 关 此 对 于 每 一 个 冯 可 以 找到 非常 接近 
的 有 理 数 17i 一 1, 2 多 )， 也 就 是 说 ， 存在 yA, 使 得 


a 了 
1 一 9 ?过 二 。 
之 。 5 


于 是 
® 43 +» 


(dlz, y))?= >| nel? D3 |é.1?<es, 


矿 &4z 8) 一 es， 这 证 明了 4 在 外 中 笛 获 . 
例 7 1” 空间 是 不 可 分 的 。 事 实 上 , 令 
F={y=(m, 7, "EL | =0 或 1,iEN}, 
每 一 个 yE€F 对 应 于 [0, 1j 中 一 个 数 的 二 进位 表示 ， 因 此 邓 是 不 可 
数 的 ， 并 且 对 于 任意 的 YER,YEP, 阁 站 关 Ys, 则 


Bb (9 可) NB(ys 3)=: 
若 4 是 任意 一 个 在 中 简 密 的 集 ， 则 以 每 一 个 了 的 点 为 中 并 这 
开 球 BC 于) 必 含有 4 中 的 点 ,这 意味 着 4 必然 是 不 可 数 的 . 因 


此 1” 是 不 可 分 的 ， 

最 后 ， 我 们 简要 地 介绍 度量 空间 的 子 空间 的 概念 ， 关 于 子 空 
间 中 的 点 集 ,我 们 放 在 附录 中 讨论 , 对 读者 有 一 个 参考 的 价值 . 

定义 2.13 设 (X 了 ,中 ) 是 度量 空间 ,Y 是 和 的 子 集 ， 邓 上 的 中 
离 国 数 4% 在 了 上 x 了 了 上 的 限制 记 为 4=d|yxr， 即 对 任意 的 w JE7， 

d(x,y) =ad(r, Yy), 

则 & 是 了 上 的 度量 .我 们 称 (7?, 的 是 (和 4) 的 子 空 间 (subspace)， 
或 者 简单 地 说 ， 了 是 也 的 子 空间 ; 4 称 为 4 导出 的 度量 (induced 
metric). 

通常 , 当 度量 空间 互 的 任 一 子 集 了 君 作对 的 子 空间 时 ,了 的 度 
量 & 就 是 指 由 马 的 度量 4 导出 的 放量 ,并 且 了 常常 被 省 略 ， 显 然 ， 
苦 了 是 的 子 空间 ,2 是 了 的 子 空间 , 则 纪 是 的 子 空间 . 


附 录 


设 了 是 度量 空间 蔷 的 子 空间 ,了 是 的 子 集 同时 了 本 身 又 是 
® A4 ss 


一 个 度量 空间 ， 在 此 附录 中 , 我 们 着 重 讨论 子 空间 了 中 的 开 球 , 开 
集 , 邻 域 , 闭 集 等 与 忒 中 的 开 球 , 开 集 , 邻 域 , 财 集 等 之 同 的 关系 , 这 
将 有 助 于 对 子 空间 的 认识 , z 

设 (X, 2) 是 度量 空间 了 CR,zc7， 我 们 用 记号 Br(z,7) 和 和 
B(x,7) 分 别 表 示 在 子 空间 了 中 的 和 空间 也 中 的 以 x 为 中 心 > 为 半 
径 的 开 球 , 则 

Br(x,7) ={y|yEY H. d(x,y)=7} 
=B(x,7) [YY. 

须 指 出 ， 子 空间 中 的 开 集 可 以 是 也 可 以 不 蚌 全 空间 中 药 开 
集 、 一般 地 说 ,关于 子 空间 中 开 集 的 构成 有 如 下 的 定理 . 

定理 2.14 设 了 是 度量 空间 有 的 子 空间 , 4ACY, 则 4 是 子 空 
间 了 中 的 开 集 当 且 仅 当 存在 邓 中 的 开 集 G 使 得 4=GNY. 

证 明 “=>” 设 4 是 子 空间 了 中 的 开 集 。 则 对 于 每 一 个 z€4， 
存在 (与 * 有 关 的 正 数 ) >(z)， 使 得 Br (x,7(7x))==B(zx,7(z)) NY 
Ch. 令 G=UB(z,r(z))， 则 G 是 了 中 的 开 集 , 且 

A=U Br (x, 7 (2)) = U (Bz, 7(2)) (1Y) =Gf/Y. 

< 役 存在 下 中 的 开 集 G, 使 得 4=GN 站 Y， 对 于 每 一 个 xE4， 

则 存在 7(7) 二 0 使 得 BCz7GZ))CG。 故 
Br(x,7(7))=B(,7r(7)) CTCGNY =4, 
即 4 是 了 中 的 开 集 .中 

设 了 是 度量 空间 XX 的 子 空间 ，ACY,2zEY， 由 定理 2. 14 容易 
推出 下 列 结论 是 成 立 的 。 

(1) 了 中 任 一 开 集 都 是 了 中 的 开 集 ， 当 和 且 仅 当 了 是 牙 中 的 
开 集 . 

(2) 4 是 工 中 xz 的 邻 域 ， 当 且 仅 当 存 在 斑 中 z 的 邻 域 了 使 得 
A=VNY. : 

(3) 了 中 任 一 xz 的 名 域 都 是 中 zz 的 邻 域 ， 当 且 仅 当 了 是 叉 

e? 5 ee 
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中 Y 的 邻 域 ， 
(4) 4 是 了 中 的 闲 集 ， 当 且 仅 当 存 在 开 中 的 闲 集 到 使 得 
4 一 政和 门 了 


(5) 工 中 任 一 闵 集 都 是 瑟 中 的 闲 集 ， 当 且 仅 当 了 是 下 中 的 
财 集 . 


飞 题 


1。 证 明定 理 2. 5(3) 和 (4). 

2. 设 (X,4) 是 离散 的 度量 空间 . 

(1) 证 明 球 的 任 一 子 集 都 是 既 开 又 闭 的 ， 

(2) 车 包含 两 个 以 上 的 元 素 , 对 任意 的 zxE 了 ,证明 

了 3(z, 1) xB(z,1). 

从 而 说 明 , 在 度量 空间 中 , 开 球 8(z,7) 的 闭 包 不 一 定 是 闲 球 B(x,r)， 

3， 设 是 一 个 度量 空间 , 4CX,x,yE 芳 ,证明 

la(z, A)—ad(y, A)|<ad(z,y), 

4， 设 针 是 度量 空间 ,4CX， 证 明 

(1) 4 是 丈 中 的 开 集 , 当 且 仅 当 4 是 一 族 开 球 的 并 . 

(2) z 是 4 的 聚 点 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 ?>0， 都 有 4f 人 hi (B(zy7)N{2Zj 
天 分; E 

(3) z€4, 当 且 仅 当 对 每 一 个 >>0 都 有 4 门 刀 (zyr) 天 多 

(4) 和 4 在 于 中 黎 密 ， 当 且 仪 当 对 每 一 点 x 对 及 每 一 个 ?0 均 有 
4B(z,7)A F. 

5。 证明; 高 散 的 度量 空间 是 可 分 的 , 当 且 仅 当 下 是 可 数 的 ， 

6. 设 (了 ,4) 是 度量 空间 ,4 是 的 非 空子 集 ,7 之 0. 
“ B(4,7) 一 {8EX |ad(y, A)<r}. 


证 明 B(4A, 7) 一 ( 万 (7 7) 


完全 44 
7， 设 (X,4d) 是 度量 空间 ,4CX.。 证 明 殷 在 卫 中 秽 密 当 且 仅 当 对 卫 中 任 
何 非 空 开 集 G, 尼 有 4 站 G 关 %， 
8， 设 BLa, 8] 为 [9,8] 上 实 值 有 昭 廊 数 的 金 体 ， 对 于 f,gEB[a, 5], 定义 
se A465 * 


ad(f, 9) 一 Sup [f(t) ~—9Ct)1. : 
征明 (8[a,81,Q) 是 不 可 分 的 度量 空间 . 


$3 数 直 线 上 的 点 集 


在 本 节 中 , 我 们 约定 所 考虑 的 点 集 都 是 数 直 线 上 ( 即 民 中 ) 的 

集合 ， 有 民 中 任意 两 点 zy 9 定义 
da(z,9)=|z—y|. 

则 dd 是 及 上 的 放量， 通常 我 们 说 及 是 一 个 度量 空间 ， 就 是 指 关 
于 此 度量 a 的 度量 空间， 对 于 xER 及 7>0, 以 Z 为 中 心 ? 为 半 
径 的 开 球 

B(x,7)=(%—7, +7) 
是 一 个 开 区 间 , 也 常 称 为 以 Zz 为 中 心 、? 为 半径 的 开 邻 域 . 反 过 米 ， 
R 中 的 每 一 个 开 区 间 (a, 5) 是 一 个 以 2 了 为 中 心 ,二 为 半径 的 
开 邻 域 ， 

在 前 面 两 节 中 讨论 的 度量 空间 是 以 数 直 线 民 为 模型 的 推广 . 
因此 ,前 面 在 度量 空间 中 定义 的 一 系列 概念 ， 如 开 集 、 闭 集 , 邻 域 ， 
内 点 .内 部 , 聚 点 . 导 集 , 闭 包 、 稠密、 可 分 等 , 以 及 有 关 的 性 质 在 民 
中 都 可 以 引用 ， 由 于 数 直 线 及 本 身 具 有 的 特征 , 本 节 着 重 讨 论 及 
中 的 开 集 与 闭 集 的 结构 以 及 一 个 重要 的 集合 一 Cantor 集 . 

1， 数 直线 上 开 集 的 构造 

设 G 是 及 中 任 一 非 空 有 界 开 集 . 由 定义 2.4, 对 于 任意 
ziEG, 存 在 开 区 间 (z, 纪 ,使 zoE(z,y)CG， 当 然 这 种 天 区 间 有 无 
穷 多 个 , 其 并 记 为 0, 即 

了 一 TV{(z,y)zoc(zg)CG。 
则 如 是 一 个 开 区 间 , 不 妨 设 吕 =(Q, 8)， 显然 zE(e, 8), 且 具有 下 
列 性 质 : 


中 本 1 人 


(D (oa PCG; 

(2) a&G, PEG. 

性 质 (1) 是 成 立 的 ,这 是 因为 含 me 的 每 个 开 区 间 (x, 引 CG 
所 以 (&, [CCG， 性 质 (2) 也 是 成 立 的 ， 事 实 上， 假若 BEG， 则 由 
于 G 是 开 集 ， 故 必 存 在 "六 0， 使 (8 一 "rm +7)CG， 从 而 (8 一 mw 
ptr)CUVU==(g, 8B). 这 是 不 可 能 的 . 改 pe， 同样 可 证 a&G. 

性 质 (1) 和 (2) 告 诉 我 们 ,0 = 二 (&,B) 是 G 中 含有 zo 的 最 大 开 区 间 ， 

定义 3.1 设 有 界 开 集 GCR, 若 开 区 间 (a, 6)CG, 而 9, B 和 都 
不 属于 G, 则 称 (&, 8B) 为 G 的 一 个 构成 区 间 . 

显然 ,G 中 的 任 一 点 必 属 于 G 的 某 一 构成 区 间 。 下面 的 定理 
表明 了 非 空 开 集 的 结构 . 

定理 3.2 设 G 是 民 中 的 非 空 有 界 开 集 ， 则 GG 可 唯一 地 表示 


为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 之 并 ， 即 G= 【 (cs, 8,)， 其 中 
k=1 


m 为 正 整 数 或 为 co. 并 且 对 于 任何 (as, Pi) 都 是 G 的 构成 
区 间 . 

证 明 由 上 面 的 讨论 知 ，G 中 的 任 一 点 必 属 于 G 的 某 一 构成 
区 间 ， 现 证 G 中 任意 两 个 构成 区 间或 重合 或 不 相交 ， 设 (a,p8)， 
(a',B') 是 G 的 任意 两 个 构成 区 间 . 车 它们 有 公共 点 x, 即 xE(a, p) 
且 zE(a', B'), 由 于 zxEG, 而 G 的 构成 区 间 (a, B), (a', 8) 是 G 中 含 
有 z 的 最 大 开 区 间 ， 所 以 (ww B) 与 (a', 8) 必 重合 ， 故 @G 的 任意 两 
个 构成 区 间或 重合 或 不 相交 . 

由 第 一 章 $ 3 例 5 知 ， 直 线 上 互 不 相交 的 开 区 间 集 至 多 是 可 
数 的 ， 因 此 ,G 的 构成 区 间 全 体 可 记 为 

(al PB1), (ay DO (ay Pm), 
其 中 和 为 正 整数 或 为 co. 
再 证 G 可 表示 为 它 的 所 有 构成 区 间 之 并 , 即 


Ss 可 只 。 


GQ= U (xp Be)， (m 为 正 整 数 或 为 co) 
对 于 任意 zxEG， 由 于 G 中 任 一 点 必 属 于 G 的 某 个 构成 区 间 ， 


所 以 存在 正 整 数 ,使 xE (04。, px) ,从 而 zElLj (ws，60， 即 G 


CU (as pb. 另 一 方面 , 由 构成 区 间 的 定义 有 G 二 出 (as，p)， 


故 G= | (asp 
最 后 证 明 G 的 结构 表示 G= | (as， Bs) 是 唯一 的 , 其 中 (as 


pn (apD)= 世 (天 六 设 G= |[【] (a%, PBs) 是 一 组 互 不 相交 的 


开 区 间 的 并 ,只 和 需 证 明 每 个 (a ,8B) 是 G 的 构成 区 间 即 可 、 如 车 不 
然 ,例如 QhEG， 则 必 存 在 某 个 (a! ,81 ) ,使 wwE(c'，B')， 于 是 ， 
(a%, B') mn (op 天 作出 现 矛 盾 ， 至 此 , 定理 得 证 ， 

对 于 数 直线 上 的 无 界 开 集 情形 ， 定 理 3. 2 的 结论 本 质 上 也 是 
正确 的 , 只 是 要 把 (一 oo, 十 co)，( 一 oo,a) 与 (B, 十 co) (4，B 为 实 
数 ) 都 算 成 构成 区 间 的 表现 形式 . 

2， 数 直 线 上 的 闭 集 的 构造 

数 直 线 上 的 闭 集 的 结构 可 以 从 它 的 余 集 考 虚 ， 设 F 是 RR 中 
的 闭 和 集 且 F 关 民 , 则 可 是 民 中 的 非 空 开 集 ， 而 开 集 可 表示 为 至 多 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 之 并 ， 故 闲 集 丈 是 由 数 直 线 上 去 掉 至 多 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 而 成 ， 因 此 ,有 下 列 定理 3. 3. 

定理 3.3 数 直 线 上 的 闲 集 是 由 数 直线 上 去 掉 至 多 可 数 个 互 
不 相交 的 开 区 间 而 成 . 

闭 集 下 的 余 集 的 构成 区 间 称 为 了 的 余 区 间 (complementa- 
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ry interval). 

3， 数 直线 上 的 完全 集 

设 4CR,， 若 4=4，, 则 称 4 为 完全 集 ( 见 定义 2.9)。. 完全 集 
4 包含 了 4 的 全 部 聚 点 ， 且 由 4=4' 可 导出 4=4U4=4, 即 4 
是 闭 集 ， 因 此 ， 可 以 说 完全 集 是 没有 扳 立 点 的 了 采集， 对 于 任 一 点 
集 4CR， 其 颖 立 点 是 余 集 4° 内 两 个 开 区 间 的 公共 端点 、 因 此 ， 
闭 集 的 孤立 点 是 它 的 两 个 相 邻 接 的 余 区 间 的 公共 端点 ， 因 而 完全 
集 的 余 区 间 没 有 公共 端点 ， 从 而 得 到 : 数 直线 上 的 完全 集 是 各 余 
区 间 不 相 邻 接 的 团 集 . 

4。 Cantor 集 


将 闭 区 间 [0, 1] 三 等 分 ， 去 掉 中 间 的 一 个 开 区 间 7 人 = (本 ， 


委 


子 )， 把 剩 下 的 两 个 闭 区 间 号 到 1| 分 别 再 三 等 分 ， 再 各 去 
掉 中 间 的 开 区 间 


余下 四 个 闭 区 间 为 | 0, 去 |， | 名 , 训 |，| 各 , 训 | 剖 ; 直 .又 分 别 反 


这 些 闭 区 间 三 等 分 ,再 各 去 掉 其 中 间 的 开 区 间 


] 2 7 8 19 20 25 26\ 
P=(3 3 储 =( 副 测 ) I=( 名 2 ?=(3 i) 


"A i 
33 33 32 3233 33 3 3 33 33 32 433 < 


图 3.1 Cantor 三 分 集 示意 图 


如 此 继续 下 去 , 在 第 ” 次 三 等 分 时 去 掉 的 开 区 间 称 为 第 4 级 区 间 ， 
它们 是 


e $0 。 


| 二 Ge we 
(> ) [和 (1) 本 


在 上 述 作法 下 , 自然 在 朵 区 间 [0,1J 上 有 些 所 是 永远 删 不 去 的 ， 如 


3 本 三 这 些 点 就 是 所 有 被 删 去 的 开 区 间 的 端点 ， 令 


~—1 
Go 一 Lj (] pp 


el kl 


由 于 任意 多 个 开 集 的 并 仍 为 开 集 , 故 Go 是 开 集 .我 们 称 

Po 王 [0,1JNOn 
为 Cantor 集 (Cantor set)。 从 上 面 的 删 去 方法 容易 看 出 ，Cantor 
集 就 是 那些 永远 删 不 去 的 点 的 全 体 组 成 的 集合 ; Cantor 集 Po 是 
一 个 闭 集 ,并 且 不 包含 任何 开 区 间 。 因 而 Po 不 含有 任何 内 点。 辣 
时 ,还 可 以 看 出 ,Go 的 构成 区 间 就 是 那些 被 删 去 的 各 个 开 区 间 ; G9。 
的 任何 两 个 构成 区 间 都 没有 公共 的 器 丘 . 

关于 Cantor 集 Po。 有 如 下 结论 . 

定理 3.4 Cantor 集 Po 是 一 个 不 可 数 的 完全 集 . 

证 明 先 证 Po 是 完全 集 ， 即 证 明 Po= Po (Po 是 Po 的 导 集 ). 
因为 Po 是 闲 集 , 故 PoCPo， 于 是 ,只 需 证 PPCPo， 即 证 Po 无 抓 
立 点 即 可 。 采 用 反 证 法 ， 假若 Pe 有 孤立 上 所 zo， 因 为 氮 0, 1 是 也， 
的 察 点 ,所 以 zo 隆 0, zo 关 1， 于 是 存在 含有 xo 的 在 (0,， 了 1 内 的 开 区 
间 (co, 5o) ,使 得 由 

((ao Bo) ~\ {x0}) NN Po= 8. 
显然 (40, 20) 人 门 Po 二 名 ,从 而 (00,20) 性 Go， 同样 , (z0, Bo) 门 Po= 72， 
从 而 (zo Bo)CGo， 因 为 Go 是 开 集 ， 由 开 集 的 构造 知 ， (ao， Z0) ， 
《zo Bo) 是 分 别 含 于 Go 的 某 两 个 构成 区 间 , 于 是 ze 将 成 为 Ce 中 的 
某 两 个 构成 区 间 的 公共 端点 。 此 与 Ce 的 作法 相 韦 盾 。 所 以 ,Po 无 
孤立 点 , 即 PoCPb， 因 此 Cantor 集 是 个 完全 集 . 
e。 SI 。 
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余下 证 明 P。 是 不 可 数 集 ， 采 用 反 证 法 .假若 Pu 是 可 数 集 ， 
于 是 Po 中 的 点 可 排 成 一 个 无 穷 序 列 的 形式 


py 
据 PP 的 定义 知 ,|0, 计 | 与 | 也 ,1 | 中 应 至 少 有 一 个 不 含 z!， 把 这 个 


闭 区 间 记 为 TI， 将 了 三 等 分 所 得 的 左 与 右 两 个 闭 区 间 中 , 至少 有 
一 个 不 含 za， 把 此 闭 区 间 记 为 [如 此 等 等 ， 得 到 一 个 团 区 间 列 
{7}, 并 且 祷 足下 列 条 件 
TO OO OO, 
rl: (EEN), 


| 六 | = >0(h>00), 


所 以 据 < 数学 分 析 > 中 的 区 间 套 定理 , 必 存 在 点 EE1，(KEN). 但 
是 天 等 的 端点 集 的 了 罕 点 ， 因 而 蕊 也 是 Po 的 诊 点 ， 由 于 Po 是 闭 
集 ， 故 EP 又 zi&IE(KEN), 均 Ezr(RKEN)， 这 就 出 现 了 地 
盾 ， 因 此 Po 是 不 可 数 集 ， 日 

若 将 [0, 1 中 的 点 用 三 进位 小 数 表 示 ， 我 们 可 以 进一步 指出 ， 
Cantor 集 五 的 基数 实际 上 与 [0, 1j 的 相同 , 即 它 的 基数 为 汽 . 


习 是 
I. 设 G1, Gi 是 民 中 的 开 集 , 且 CCG:， 试 证 G, 的 每 个 构成 区 间 必 会 
在 G; 的 某 个 构成 区 间 之 中 . 
2、 设 G4,Gs 是 臣 中 的 两 个 不 相交 的 开 集 ， 试 证 
GNG,= $. 
3， 设 万 为 Cantor 集 Pu 的 所 有 余 区 和 间 的 并 集 , 试 求 吾 的 导 集 丈 ',， 
4， 设 点 集 列 仍 ,} 是 有 限 区 间 [a,5] 中 的 渐 缩 序列 : 如 ,一 已 一 …, 且 每 个 


忆 , 均 为 非 空 间 集 , 试 证 交 人 ,9%. 
N=1 


es 2 。 


5， 设 41, 4 …，4,。 是 直线 上 的 有 限 个 集 , 证明 
(QU AU UA) CAIU ALU RU A. 
6， 证 明 直 线 上 的 孤立 点 集 必 是 有 限 集 或 可 数 集 . 
7. 证明 每 个 闭 集 可 以 表示 为 可 数 个 开 集 的 交集 ， 每 个 开 集 可 以 表示 为 
可 数 个 闭 集 的 并 集 . 
8， 设 了 是 定义 在 数 直线 民 上 的 实 值 连续 函 数 ,证 明 : 对 任意 的 实数 a， 
若 令 
Fo={rERIf(w) >al, Ga= {rR [f(r)>a}), 
则 P。 是 闭 集 而 G。 是 开 集 . 


§ 4 收敛 序列 .连续 映射 


我 们 知道 ,在 数 直 线 及 上 ,实数 列 (tj 收 化 于 a ( 记 为 lima 


一 0) 的 定义 为 ; 对 任意 se 之 0, 存 在 正 整 数 N, 使 得 对 一 切 的 &> N， 
总 有 ,一 4| <e 成 立 ， 同 时 ,还 知道 ，liman 一 4 当 且 仅 当 1im ian 


一 a| = 0。 推广 到 一 般 的 度量 空间 中 , 关于 序列 收敛 的 概念 ， 有 下 
面 的 定义 ， 
定义 4.1 设 {z,} 是 度量 空间 中 的 序列 .， 若 存 在 zxEX， 使 
得 limd (za, zx) =0， 则 称 序列 {zs} 是 收敛 的 (convergent)，z 称 为 
{zn} 的 极限 (limit), 记 为 
用 mm yw 一 多 ， 
或 简 记 为 zs>x. 若 {2s} 不 收敛 ， 则 称 {z 是 发 散 的 
(diverzent). : 
显然 ， 在 上 面 的 定义 中 可 以 用 如 下 se- 和 的 语言 来 揪 述 序列 
{zj} 收 人 钙 于 zx: 对 仕 意 ?>>0, 存在 正 整数 祥 ， 使 得 对 一 切 的 x 二 N， 
有 
U(xn, TX) <e, 
a。 53 。 
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这 表明 , 满 足 z 盖 AN 的 各 个 如 角落 在 以 了 为 中 心 .es 为 半径 的 开 球 
有 (ze) 中 ,日 zcEB(ze) (DA)， 

收 伍 序列 有 下 列 性 质 . 

5] 理 和 42 设 ( 了 ,中 ) 是 度量 空间 , 则 

(1) 在 中 收敛 的 序列 是 有 乔 的 ; 

(2) 在 关中 站 敛 序列 的 极限 是 崔 一 的 ; 

《3) 若 在 生 中 zo 一 2,9s 一 9， 则 dzr,yn) 一 d(x 四， 特别 地 ， 
若 x->7X, 则 (zn y) ->ad(7, Y). 

证 明 (1) 设 zs~>z, 取 三 1 则 存在 ,使 得 对 一 切 的 2>> 忆 
有 dz 2)<1。 令 

r=max{ad(z, 2),',d(zw, 7),1}, 

则 对 所 有 的 nxEN, 有 ZCzns z)<r 十 1. 由 引 理 2. 3, {zo} 是 有 界 的 . 

(2) 若 2 一 2 又 Za->g 由 于 

Cd(23) 福 dz 2 十 CCZo Y) >0(n->00), 

则 &(z, 9) 二 0, 从 而 x 二 9. 

(3) 由 引 理 1. 2(2), 有 不 等 式 

[d(xn Yn) 一 202 9) | dz 7) + a (Yn, Y). 

应 用 假设 条 件 z, 一 2z 及 ys 一 y, 则 上 述 不 等 式 的 右 端 当 %->oo 时 趋 
于 0。 从 而 得 到 d(xn,9n)>4(x,9). 吕 

在 引 理 4. 203) 中 ， 度 量 所 具有 的 这 种 性 质 常 称 为 庶 量 (或 距 
离 函数 ) 的 连续 性 ， 在 度量 空间 中 , 可 以 用 序列 的 收敛 性 来 刻 划 集 
合 的 闭 包 和 闭 集 的 特征 . 

定理 4.3 设 4 是 度量 空间 的 于 集 . 

(1) zE4, 当 且 仪 当 存 在 4 中 的 序列 {2,}, 使 得 zz. 

(2) 4 是 闭 集 , 当 且 仅 当 对 于 4 中 任意 的 序列 {z, 若 Zn 一 2， 
则 xcE4。 

证 明 (1) 设 zxS4， 由 引 理 2.10， 对 于 每 一 个 2EN 则 有 

。5 了 。 
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且 zs->z。 肥 过 来 , 设 4 中 的 序列 {x20} ,2 一 Zz, 则 对 于 任意 6 二 0, 存 
在 正 整 数 入 , 使 得 zEB(z,s) (n>>N), 从 而 A 站 B(xz,e) 关 久 ， 由 
5| 理 2. 10 及 $2 习题 4(3), 得 到 zxE4. 

(2) 因为 4 是 闭 集 当 且 仅 当 4=4( 定 理 2.11(2)), 若 {zn}CC 
4, 使 得 zz, 由 (1) 则 得 zxE4=4. 反之, 欲 证 明 集 合 4 是 闭 集 ， 
只 要 证 明 4C4. 事实 上 ,对 任意 zxE4, 由 (1) 知 , 存在 4 中 的 序列 
{Xs} ,使 得 z,->x。 由 假设 得 到 zE4, 故 ACA. 1 

值得 注意 ， 在 上 述 证 明 中 证 明 一 个 集合 为 六 集 的 方法 是 经 党 

被 采用 的 . 
例 1 设 {zs} 是 CLa, 5] 中 的 序列 ， 若 z。->z， 则 对 于 任意 的 
e 二 0, 存在 正 整 数 入 = 二 NN(e), 使 得 当 n>N 时 
d(xn, 2) = max| z(t)—2(t)|<e, 


从 面 , 当 2> 和 时 对 每 一 个 坛 [a,2j 均 有 
(4. 1) [za(t)—z(t)|<e, 
即 {z,《t)} 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 z(t) 

车 {zn(t)} 在 Ca,5j 上 一 致 收 化 于 zs (i), 我 们 证 明 zECLa,5]. 事 
实 上 , 对 任意 的 e 盖 0, 可 选取 一 个 充分 大 的 n, 使 得 (4. 1) 对 每 一 个 
icE[a, 所 成 立 ， 由 于 z*(t 连 续 , 则 存在 6>0， 使 得 当 | 一 太 | < 天 
时 ,有 |z.(t') 一 x,(t)1 二 2。 于 是 

[z(t )—z(t) Iz) —znt) | 十 |zn(Ct 7) 一 ZI) 

十 jz 人 (ttD) 一 2 
< e 十 2 十 e 一 3e. 
这 表明 z(t) 在 任意 点 te[a,5j 连 续 , 即 xzSC[La,5j. 并 且 由 (4. 1) 
式 得 到 
d(xn, 2) =max|zn(t)—z(t) | 一 e， 
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这 表明 CLa,8j] 中 的 序列 {zj} 收 化 于 2。 

归纳 起 来 得 到 如 下 结论 : 

cfLa, 0 中 的 序列 {z 妆 化 于 z, 当 且 仅 当 [e,5] 上 的 连续 困 数 
列 {zxs(t)} 一 致 收敛 于 zt)， 

在 < 数学 分 析 > 中 ,我 们 熟知 在 及 中 的 集合 如 上 的 图 数 了 连续 
和 一 致 连续 的 概念 把 这 两 个 概念 推广 到 一 般 的 度量 空间 ， 有 如 
下 的 定义 . 

定义 4.4 设 (z,4) 和 (7Y,P) 是 两 个 度量 空间 ,f: ->Y. 

(1) 设 xzoE€。 若 对 于 任意 e 汪 0， 存 在 6 汪 0, 使 得 对 中 所 有 
满足 ld(z,zo)<0 的 xz, 有 

Pp(f(7), f(x0)) <e, 
则 | 称 f 在 点 xo 连续 (continuous at a point x0). 车 在 天 的 每 一 
点 都 连续 , 则 称 了 在 和 上 连续 (continuous)， 

(2) 在 对 于 任意 e>0， 存 在 6=6(e)>>0， 使 得 对 所 有 满足 

d(x,9) 达 0 的 XX 和 yy, 有 有 
pl(f(7),f(9)) =e, 
则 称 了 在 世上 一 致 连续 (aniformly continuous)， 

从 上 面 的 定义 ,容易 看 出 下 面 简单 的 事实 ; 

1 示 1: 了 >Y 是 一 臻 连续 的 , 则 f 是 连续 和 的。 供 是 ， 其 逆 命 
题 不 成 立 . 

2 f: 革 > 了 在 点 zoE 导 连续 ， 当 且 仅 当 对 于 了 中 以 jzo) 为 
中 心 ,任意 e>0 为 半径 的 开 球 By (f(zo),e)， 存 在 了 中 以 zo 为 中 
心 ,0 二 0 为 半径 的 开 球 Br(zo 6), 使 得 

f (Br(zo0,0))CBr (f(x0), 2). 

f 连 续 的 等 价 条 件 , 除 此 之 外 ,还 表达 在 下 面 的 两 个 定理 之 中 . 

定理 4.5 设 (X,4d) 和 (7, Pp) 是 两 个 度量 空间 ,f: 匀 > 了 , 则 了 
在 点 zoE 连续 ， 当 且 仅 当 对 于 互 中 任意 的 序列 {zsj， 若 在 区 中 
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za->z0o, 则 在 了 中 f(z2,)->f(z0). 
证 明 “二 >" 设 f 在 zo 过 续 ,由 定义 ,对 任 阁 e 二 0, 存 在 5 二 0， 
德 得 所 有 满足 4(x,x0) 二 6 的 XY 均 有 
p(f(+), f (20))<e. 
奉 {z 中 是 筷 中 的 序列 且 zw~>zo 则 存在 正 整 数 W， 使 得 一 切 "> 六 
有 d(zny XY0) 过 6. 从 而 对 一 切 2 和 N， 
Pp(f (xn), f (20)) <e, 
内 此 ， EE f(x.) -> 了 (zo)， 
< 用 反 证 法 . 假 者 了 在 xo 点 不 连续 , 则 存在 es>>0， 使 得 对 
全 一 个 60 有 一 个 2 EX 满足 
d(xzs, 20) <O 人 但 DO 他 (ZXo)) 之 B， 


特别 地 , 取 6= 二, 则 有 wy 满足 
d(xn, Xo) < 一 ~ 但 p (flen), fo)>e 


可 见 ，{z 小 是 马 a z,>zos 但 {f(zs)} 不 收 合 于 f(zx0o). 此 
蕊 假 充 条 件 巴 盾 | 帅 

定理 4.6 设 (X,d) 和 (Y， 站 是 两 个 度 是 空间 ， jf: 了 > 了 , 则 下 
列 各 条 等 份 . 

(1) 了 是 连续 的 . 

(2) 对 于 了 中 任意 的 开 集 G,f-!1(G) 是 对 中 的 开 集 ， 

(3) 对 于 了 中 任意 的 团 集 了 ,f°' (是 芋 中 的 闭 集 ， 

证 明 (1) 守 (2) 设 G 是 了 中 的 开 集 ,要 证 f7'(G) 是 外 中 的 
开 集 ， 老 了 (外 二名, 则 了 "1(G) 是 开 集 ， 现 设 1'(G) 半 放 , 对 于 
任意 xz&f7(G), 有 f(7)ESG， 由 于 G 是 开 集 ， 则 存在 e 汪 0， 使 得 
By(f(Z)，e)CG.， 应 用 了 在 zx 连续 的 条 件 ， 存在 对 中 的 开 球 
Bx(x, 0), 使 

f(Bx(x,6))CBr(f(7), 2)CG. .ww 
s SF . 
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从 而 ， 
Br(z, 0) Cf i(f(Br(r, 0))CF (G9). 
因此 f° "(G0) 是 中 的 开 集 ， 

(2) 二 (1) 对 任意 xEX 及 任意 >0， 由 假设 条 件 
1 "(By (f(z),e)) 是 凶 中 的 开 集 ,又 xEf" "(By (fz),e)), 则 存在 
0 二 0， 使 得 Bx(x,5)Cf (Br(f(XY),e))。. 从 而 

f(Br(z,0))Cf(f (Br(f(7), e))) CBr(f(7), e). 
这 表明 ,三 在 任意 xE 连续 .因此 f 是 连续 的 ， 

(2) 与 (3) 等 价 的 证 明 从 下 面 的 关系 可 卫 即 得 到 : 若 f; XY， 
4CY, 则 有 关系 式 / 
f"'(YNA4)=X\f (4), 0 

在 这 一 节 的 末尾 ,我 们 给 出 两 个 度量 空间 等 距 的 概念 . 

定义 4.7 (1) 设 (X,4) 和 (7Y, Pp) 是 两 个 度量 空间 ,f :XX->Y. 
车 f 是 满 射 并 且 对 也 中 的 任意 两 点 x,y 均 有 

d(xz,y)= pl(f(7), f(y)), 
则 隆 称 为 到 了 上 的 等 由 上 映射 (isometry). 

(2) 若 存 在 一 个 从 度量 空 阅 芋 到 谋 量 空间 了 上 的 等 中 上 映 射 ， 
则 称 互 与 了 是 等 距 的 〈isometric)， 或 者 说 总 与 了 是 等 距 空 间 
(isometric spaces). 

从 定义 4.7(1) 中 可 以 看 出 ，X 到 了 上 的 等 中 映射 是 单 射 . 
事实 上 ,由 度量 公理 (M1), 若 f(z1) 二 f(z2); 必 有 

d(x1, £2) = p(f (zr1), fz:)) =0, 
则 2z,=zz， 因 此 了 是 单 射 ， 而 定义 中 已 假设 了 是 注射 ， 故 了 是 
双 射 


习 是 
1. 试 证 R:-> 只 的 二 肌 射 (上 cs)F>El 十 < 和 (5 Es) 忆 516; 都 是 连 
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续 的 . 

2. 设 了 ,了 ,2 都 是 度量 空间 ，f:X 耻 ->7 与 9: 了 ->2 都 是 一 致 桥 续 觅 射 ， 
则 有 =gof 是 耻 到 的 一 致 连 续 映 射 

3， 设 f,9 是 度量 空间 和 上 的 实 值 连续 函数 ，4 为 工 的 稠密 子 集 ， 若 对 
于 每 一 个 zE4 有 f(z)<<g(w), 则 对 每 一 个 zE 久 也 有 f(z)<<g (2). 

4. 举例 说 明 ,在 连续 映射 下 开 集 的 象 不 一 定 是 开 集 . 

5. 设 了 是 度量 空间 瑟 到 度量 空间 了 上 的 等 距 映 射 ， 则 了 与 广 : 都 是 韦 
续 路 射 . 

6. 设 了 是 度量 空间 ， 了 映射 f:X>R. 证 明了 是 过 续 员 壬 的 这 分 必要 条 
件 是 ,对 每 一 个 实数 c, 集 合 

{z€X |f (2w) <<cj 和 {26 避 | 1 (2)>¢} 

都 是 对 中 的 开 集 . 

7. 设 了 是 度量 空间 卫 到 度量 空间 了 中 的 连续 映射 证明; 若 4 在 开 中 
稠密 , 则 (4) 在 了 (ZJ 中 移 密 、 

8. 设 (X,4) 是 度量 空间 ,4X， 对 每 一 个 zE 开 定义 

f (zx) =infd (7, 8). 


证 明了 是 了 到 RR 的 连续 映射 . 
9， 没 了 ,和 了, 是 度量 空间 中 不 相交 的 闭 集 . 证 明 存 在 不 相交 的 开 人 
GQ 和 G,, 使 得 FCG,f,CG;. 


5 完备 的 度量 空间 


我 们 知道 , 在 数 直 线 民 中 要 判定 一 个 数列 {2;} 是 否 收 化， 我 
们 可 以 应 用 Cauchy 收敛 准 则 :者 对 任意 0， 存 : 在 下 整数 
N(=N(e)), 使 得 对 一 切 m， n> 入 都 有 
[zn— Zn| <e 

则 数列 {z*} 在 及 中 收敛 , 即 存 在 zER , 使 得 zs 一 >z. 满足 Cauchy 
收敛 准则 条 件 的 序列 {72,} 称 为 民 中 的 Cauchy 序列 ， 因 此 , 在 数 
直线 民 中 Cauchy 收敛 准则 可 简洁 地 叙述 为 : 民 中 每 一 个 Cauchy 
序列 都 收敛 , 在 实数 理论 的 研究 中 , 证 明了 一 系列 与 Cauchy 收敛 
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准则 等 价 的 论断 ， 由 于 篇 幅 所 限 , 在 这 里 我 们 略 去 这 些 证 明 , 仅 列 
出 下 列 一 些 等 价 的 论断 ; 

1， 每 一 个 有 上 界 的 非 空 实数 集 有 上 确 界 ,或 每 一 个 有 下 界 的 
非 经 实数 集 有 下 确 务 ， 

2 每 一 个 有 上 界 的 单调 增加 数列 是 收 全 的 ,或 每 一 个 有 下 界 
的 单调 减少 数列 是 收敛 的 ， 

3， (区间 套 定理 ) 若 闭 区 间 列 71, =[a，， p,J(nEN) 满足 条 件 : 


mad 日 6,—an>0 (n—>00), 则 必 存 在 实数 各， 使 得 个 《一 {a}. 


4. 任何 有 界 无 限 点 集 必 有 聚 点 . 

5 任何 有 界 数 列 必 有 收敛 的 子 数列 . 

6， (Cauchy 收 丝 准 则 ) 及 中 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛. 

7. (Heine-Borel 禾 盖 定理 ) 若 现 是 任 党 的 由 开 区 间 组 成 的 
集 族 , 疯 和 被 盖 由 区 间 [La, DJ， 则 存在 对 的 有 限 子 族 哎 ,， 使 得 观 。 用 
盖 La, 8]. z 

上 述 各 条 皆 称 为 实数 的 完备 性 公理 ， 实 数 的 完备 性 公理 对 于 
实数 理论 的 发 展 起 了 重要 的 作用 .这 些 公理 有 助 于 我 们 理解 实数 
的 本 质 . 本 他 将 推广 实数 的 客 备 性 概念 到 一 般 的 度量 空间 上 去 .在 
上 述 实数 的 完备 性 公理 中 ， 由 于 Cauchy 收敛 准则 涉及 两 点 距 高 
的 概念 ， 因 此 我 们 可 以 自然 地 将 Cauchy 序列 的 概念 推广 到 一 般 
的 度量 空间 中 , 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 5.1 设 {z,} 是 度量 空间 (X,4) 中 的 序列 ， 车 对 任意 的 
?0, 存 在 正 整数 N(=N(e)), 使 得 对 一 切 m,n>> 入 ,有 

d(zm, Tn) Ee, 

周庄 现 {zs} 称 为 了 中 的 Cauchy 序列 (Cauchy sequence), 或 基本 
序列 (fundamental sequence ) . 

Cauchy 序列 具有 如 下 常用 的 性 质 ， 


® 6 * 


引 理 5.2 设 {z,} 是 度量 空间 环 中 的 序列 ， 
(1) 车 {zs} 是 收 敏 序列, 则 {zs} 是 Cauchy 序列 ， 但 是 , 逆 命 


题 不 成 立 ， 
(2) 若 Cauchy 序列 {z jj 有 一 个 子 序列 {zw} 收 钙 于 zx, 则 序 殖 


{z 也 收 纺 于 2z， 
证 明 (1) 设 {z,} 收 化 于 x, 则 对 任意 20， 存 在 正 整 数 入 


使 得 对 一 切 m,n>>N 有 d (zm 2) < d(xa, ?) < 区 于 是 


d (Zn, Vn) LRm, 2) 十 人 (Zn 2 ) < 本 十 可 = £, 


因此 , {zo} 是 Cauchy 序列 ， 

举 一 例 说 明道 命题 不 成 立 ， 例 如 , 设 邓 为 开 区 间 (0,1), 任 意 
两 点 z，y 的 距离 定义 为 dg(z， 纪 =|z 一 外 ， 考 赛 互 中 的 序列 
| 到 由 于 

1 1 1 1 1 1. 
(二 二 )= | 二 一 二 << 和 二 六 0 (msn>00)， 


因此 | 过 (是 X 中 的 Cauchy 序列 ， 但 是 , 序列 }-\ 在 六 中 没有 


极限 ， 即 | 去 元 | 在 互 中 不 收 伍 


(2) 设 {z,} 是 Cauchy 序列 , {x,} 有 一 个 收 丝 的 子 序列 {2，,} 
并 充 Xn, >%(b->00). 对 任 帝 之 0， 由 于 Xp > 则 存在 正 整 数 


W， 使 得 对 一 切 4 汪 入 有 dznssr) 过 了 ;由 于 {zy} 是 Cauchy 序 
列 , 则 存在 正 整数 Ns, 使 得 对 一 切 ma>Na 有 dzn，rzn)<< 可 . 令 
= max(N Na), 则 对 一 切 a>>N 及 任 取 的 一 个 n> 和 N ,有 
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因此 ,zs->z(->co)，， 日 

定义 5.3 在 度量 空间 中 , 若 每 一 个 Cauchy 序列 都 收 全 ， 
则 称 天 是 完 鱼 的 (complete). 

由 Cauehy 收 钱 准则 知 , 数 直 线 民 按 通 常 定义 的 距离 是 一 个 
完备 空间 ， 但 数 直线 上 所 有 有 理 点 组 成 的 集 Q 作为 尺 的 子 空间 
是 不 完备 的 . 

如 果 已 知 一 个 度量 空间 的 完备 性 ， 要 讨论 它 的 子 空间 的 先 备 
性 的 时 候 , 常常 用 到 下 面 的 定理 

定理 5.4 设 子 是 完备 的 度量 空间 ,4CX, 则 卫 的 子 空间 4 
是 完备 的 , 当 且 仅 当 集 4 是 互 中 的 财 集 . 

证 明 “=>” 设 也 的 子 空间 4 是 完备 的 。 要 证 明 4 是 团 集 ,由 
定理 2. 11(2), 只 要 证 明 4C4， 任 取 z&EA, 由 定理 4. 3(1), 存 在 4 
中 的 序列 {xz,}， 使 得 xz,->x， 由 引 理 5.2(1)，{zs} 是 4 中 的 
Cauchy 序列 ， 由 于 4 是 完备 的 , 因而 zE4. 

< 设 4 是 入 中 的 闲 集 , {x。} 是 4 中 任意 一 个 Cauchy 序列 . 
由 假设 和 是 完备 的 ， 并 且 {z*} 是 互 中 的 Cauchy 序列 , 则 42, 一 
ze 了。 再 应 用 定理 4. 3(2), 得 到 zy,~>zE4， 因 此 ， 子 空间 4 是 完 
备 的 。 让 

下 面 ,我 们 讨论 一 些 具 体 的 例子 ， 按 照 定义 , 要 证 明 一 个 度量 
空间 是 完备 的 , 我 们 取 XX 中 任意 一 个 Cauchy 序列 {x,}， 人 先 利 
用 zx。 的 性 质 确定 一 个 x. (例如 在 下 面 多 数 的 例子 中 , 令 7 为 {2,1 
按 坐 标 收敛 的 极限 ，) 然 后 证 明 > 是 空间 X. 中 的 一 点 并 且 在 空间 
所 的 度量 下 ya 一 2。 

例 1 Rs* 和 C?" 按 通常 定义 的 度量 是 完备 的 , 

证 明 R" 的 度量 按 通 常 的 定义 为 


dz, Y) -( 诡 (£1— 1) 
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其 中 光一 (5 6»n), Y= (7115. nn)e 设 {zs} 是 R" 中 任意 Cau- 
chy 序列 ,zs (49,…，E4')， 二 是 对 于 任意 e>0， 存 在 正 整数 
,使 得 当 km 二 NV 时 ， 


(5. 1) d (zp, Lm) -e-em ) <- 
从 而 ,对 每 一 个 i=1,…,n) 有 (84 一 E89)? 之 e?, 或 
上 和 一 上 各 | <e. 
这 表明 ,对 每 一 个 (i 二 1,…,n)，{E} 是 RR 中 的 Cauchy 序列 
由 R 的 完备 性 , 可 设 当 4->co 时 
EE G=1,. 0). 
令 z 二 (8&4,…,59); 则 zER", 并 且 由 (5. 1) 式 , 令 和 -~>co 得 到 
d(xe, X) Ee 
即 zs>z(k->o0)， 所 以 及" 是 完备 的 . 
将 C* 中 的 每 一 个 元 素 的 坐标 分 为 实 部 和 虚 部 ， 可 以 用 上 述 
证 明 相 同 的 方法 证 明 C* 的 完备 性 . 
例 2 离散 的 度量 空间 是 完备 的 . 
证 明 ”离散 的 度量 空间 的 度量 定义 为 
0, 邦 # = 二 9， 


= 若 z 夺 Y, 


设 {z,} 是 开 中 任意 的 Cauchy 序列 , 取 。= 壹 , 则 存在 正 整 数 妨 合 


得 一 切 的 4 入, 有 (zwzw)< 本 。 由 人 的 定义 ， 这 意味 着 5(zw， 
zw) 二 0。 因 而 ,对 一 切 的 x 二 六 都 有 x， 二 zw。， 当 然 有 +s 一 >zwEX. 
例 3 7? 空间 (1<p<co) 按 通 常 定义 的 度量 ( 见 S1 例 7 ) 是 
完备 的 . 
证 明 设 {zn) 是 于 中 任意 的 Cauchy 序列 ，zs =(&， 


和 i a 


2 ). 于 是 ,对 于 任意 e 盖 0, 存 在 正 整 数 和 ,使 得 对 一 切 m,n 二 入 ， 


-上 


{5. 2) tle) (De er fe 


从 而 ,对 每 一 个 EN 有 

Ei —é le 
这 表明 ,对 每 一 个 让 N, {Ei} 是 民 中 (或 C 中 ) 的 Cauchy 厅 列 ， 
由 于 有 (或 C) 的 完备 性 ,可 设 当 m->co 时 

Ei >6; GEN). 
令 7z= (61,52,…)， 现 在 证 明 zSU? 且 zn->z， 事 实 上 ,由 (5. 2) 式 
对 -一 切 m,n 和 EN 有 


k 


DE £1 ?es, 


i=1 


令 m 习 co, 我 们 得 到 , 对 一 切 &>N 和 EN， 
Dé-ém he 

因此 , 令 6->co, 我 们 得 到 ,对 一 切 n> 入 ， 

(5. 3) 3 Bi 


这 表明 z 一 Zn 一 (各 一 上 6 一 Eee)E1 又 因 zsEL?， 所 以 之 
一 2 十 (一 2o)E7?， 同 时 ,(5. 3) 也 表明 z ->2. 
例 4 CLo,05J] 空 间 按 通常 定义 的 度量 ( 见 8$ 1 例 4) 是 完备 的 . 
证 明 设 {z,} 是 CLa,5] 中 任意 的 Cauchy 序列 , 则 对 任意 e> 
0, 和 存在 正 整 数 六 ,使 得 一 切 m,n 二 NN, 有 
《5. 4) 人 (ZX ) =max| rm(t)—2z(t)|<e. 
从 而 ,对 每 一 点 tE[a,5] 有 


(5. 5) [znCt)—zxa(t)|<e (m,n>N). 
这 表明 ,对 每 一 点 iE[a,5]j, {za《t)} 是 民 ( 或 C) 中 的 Cauchy 到 
列 ， 由 于 及 (或 C) 的 完备 性 , 可 设 当 wn 一 oo 时 

rt)->7r(t), 
于 是 , 当 上 在 [a,p] 上 变动 时 ， 就 得 到 一 个 定义 在 La,5J 上 的 溺 数 
z(t ). 现在 证 明 rEC[La,51 目 .xz4>z. 事实 上 ,在 (5.5) 式 中 , 令 Mm 一 


(5.6) [Xt)—7r(t)|<e mm>N,te[La,0)). 
”因此 , {z(t))} 在 [a 妇 上 一 致 收 但 于 z(t), 并 且 z(t) 是 [a,5J 上 的 
连续 函数 ， 由 $4 例 1 的 结论 知 zs-~>z， 

例 5 我 们 给 出 下 列 结 论 

(1) 1= 空 间 按 通常 定义 的 度量 ( 见 $ 1 例 5) 是 完备 的 . 

(2) ce 空间 . c 是 收敛 的 实数 (或 复数 ) 列 的 全 体 组 成 的 集合 ， 
即 yz=(E En)Ec<e-> 数 列 1;} 是 收缴 的 ， c 中 任意 两 点 2 一 
(&1, 80) ,9 二 《71 72，…) 的 距离 定义 为 
(5. 7) d(z, 9) =suplés—n4|, 
因此 ,c 可 以 看 作为 ”的 子 空间 .c 是 完备 的 . : 

(3) co 空间 ，co 是 收敛 于 零 的 实数 (或 复数 ) 列 的 全 体 组 成 
的 集合 , 即 z= (&1, 52,…)Eco<=>limé&4 二 0， 按 (5.7) 定 义 的 度量 
co 是 完备 的 ，co 可 以 看 作为 c 的 子 空间 ,从 而 也 可 以 看 作为 "的 
子 空间 . 

下 面 ， 我 们 给 出 两 个 不 完备 的 度量 空间 的 例子 . 

例 6 在 CL0,1] 上 定义 度量 为 

di Cz,9) =) z(t)—yt) Nd (zs9EC[0,1])， 

则 (CL0,1], di) 是 不 完备 的 . 

证 明 ”定义 [0,1] 上 的 函数 


滞 "1 


0， 基 iE|0， 到 | 


s(t) 一 /n+Dt 一 号 者 te| 寺 | 


1 车 1E[ow1] (这 里 m= 卫 十 -了 ) 
从 图 5. 1 中 可 以 看 出 ， 每 一 个 zaECF[0， 1J 并 且 di (zm， 0 dl 
角形 的 面积 ， 当 m,z> 二 时 
/ di (Xm Xn) 一 2， 
因此 , {z。} 是 (CL50,1j,4) 中 的 Cauchy 序列 ， 
我 们 证 明 {z;} 不 收敛 ,从 而 (CL0,1j,41) 是 不 完备 的 , 事实 上 ， 
假若 rn—>2EOLO, 1j, 则 9 


Q(zn, 2) -| [z(t)—2(t)1at 
一 人 1 区 | 本 十 | lot) a(t |, 11—a( leat. 


趋 于 0( 当 %>co 时 )， 由 于 上 式 最 后 的 三 个 积分 都 是 非 负 的 , 则 这 
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三 个 积分 都 趋 于 0( 当 n->co 时 )， 因 此 得 到 
9, 车 te|0, 证 ) 
1 其 (去 于 
此 与 z(t) 在 [0, 1] 上 连续 相 了 矛盾 ， 故 {zw} 不 收 化 


例 7 设 Pia, 5 为 [a,5j] 上 的 多 项 式 的 全 体 ， 其 度量 定义 为 
d(x, Y) =max| rt)—H(t)| (zr, yEPLa, 5b)), 


PlLa,5] 可 以 看 作为 CLa,5j 的 子 空间 : PLa,5j 是 不 完备 的 。 事实 


r(t)= 


上 , 因为 e'= -> 令 zn(t)= 3 zt 一 e'， 则 {zw} 是 P[a， 


中 的 序列 ,在 CLa,b] 中 2,->x&P[a,bj。 这 考 明 P[a, 20 在 完备 
空间 C[a,5] 中 不 是 闭 集 ， 由 定理 5.4, 得 到 P[a,5] 是 不 完备 的 . 

最 后 , 我 们 考虑 度量 空间 的 完备 化 问题 ， 正 如 数 直 线 R 与 及 
中 的 有 理 点 的 全 体 Q 的 关系 -一样 ，Q 是 不 完备 的 . 但 是 在 补充 
了 一 些 新 的 点 ( 即 全 体 无 理 点 ) 后 ,得 到 一 个 完备 的 空间 及 并 且 Q 
在 R 中 稠密 ， 在 实数 理论 中 , 我 们 称 及 为 Q 的 完备 化 ,我 们 可 
以 把 这 一 问题 推广 到 一 般 的 度量 空间 中 ， 得 到 度量 空间 完备 化 的 
定理 ， 从 而 解决 每 一 个 不 完备 的 度量 空间 完备 化 的 问题 . 

定理 5.5 对 于 度量 空间 (X,d)， 存 在 一 个 完备 的 度量 空间 
( 久 ,d),( 训 ,4) 有 一 个 子 空间 环 , 使 得 (1) 印 与 是 等 距 的 ; (2) 剑 在 
入 中 稠密 。 这 个 许 量 空间 ( 太 , 鸭 称 为 (和 ,0) 的 完备 化 (completiom) 
或 完备 化 空间 ， 在 等 距 的 意义 下 ,完备 化 空间 (各 ,人 是 孜 一 的 ， 妈 
车 立 是 任何 一 个 完备 的 度量 空间 , 和 有 一 个 子 空间 页 满足 上 述 条 
件 (1) 与 (2), 则 议 与 福 是 等 距 的 . 

由 于 此 定理 的 证 明太 长 ， 详 细 地 证 明 略 去 . 在 这 里 我 们 把 定 
理 证 明 的 思路 介绍 如 下 ， 
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我 们 浪 虚 于 中 所 有 Cauchy 序列 的 全 体 ， 对 于 Cauchy 序 询 
{zn} 和 {9,}, 若 
limad (zr,, Yn) =0, 


则 称 {z 等 价 于 {9g,}，。 这 样 ， 在 卫 中 所 有 Cauchy 序列 之 中 建立 
了 一 个 等 价 关系 ， 按 此 等 价 关系 ,我 们 把 等 价 的 两 个 Cauchy 序 
列 归 为 同一 类 (等 价 类 )， 不 等 价 的 两 个 Cauchy 序列 归 为 不 同 的 
类 ， 我们 记 这 些 类 为 4,9,…， 所 有 这 些 类 的 全 体 组 成 一 个 新 的 空 
间 三 ， 对 每 一 个 2,9E 对 ,定义 

d (£2,9) 一 Jimd(zw Yn), 


这 里 {7,} E42, {y}Egj， 可 以 证 明 上 述 极限 是 确定 的 .不 依赖 于 2 中 
和 9 中 Cauchy 序列 的 选取 方式 ， 易 见 ( 专 ,d) 是 度量 空间 ， 

对 于 bE 计 , 常 数列 {8,5,…} 是 Cauchy 序列 ,包含 此 Cauchy 

序列 的 类 记 为 2， 令 到 二 {615E 了 }. 定义 映射 全 : 久 一 环 己 计 使 得 
: Tb=b (bEX). 
可 以 证 明 (详细 证 明 略 ): 

a. 了 是 了 了 到 玉 V 上 的 竺 距 映 射 , 历 二 萎 . 

b，。( 态 ,@) 是 完备 的 .于 是 (他 ,4d) 是 (XQ) 的 完备 化 ， 

c， 在 等 距 的 意义 下 ,完备 化 空间 (种 ,人 是 唯一 的 . 

对 于 前 面 所 讨论 过 的 例子 ， 我 们 指出 下 面 的 事实 ， 由 例 4， 
Cre, 的 是 完备 的 ， 而 例 7 中 的 PLa, 0] 在 OLa,51 中 得 密 ， 所 以 
P[g, 1] 的 完备 化 是 CLa, 5]. 

类 似 于 教育 线 上 的 闲 区 间 套 定理 ， 在 完备 的 度量 空间 中 有 下 
面 的 闭 球 套 定理 . 

定理 5. 6( 财 球 套 定理 ) 设 (X， 四 是 完备 的 度量 空间 ， B. = 
2B,(z,,7») (nEN) 是 对 中 的 一 列 闭 球 ， 若 

BIOBD..DOBD'. HBr,—0, 


则 在 互 中 存在 唯一 的 一 点 zxE [ ] 久 . 


证 明 由 这 一 列 闭 球 的 球 心 组 成 的 序列 {zs} 是 Cauchy 序 
列 ， 事实 上 ,车 4m, 则 所 CB 从 而 zxEB。， 因 此 
(5. 8) dfn Xm) rm>0 (m0). 
由 到 的 完备 性 ,存在 xzEX， 使 得 2.>z。 对 于 任意 mEN, 在 (5. 8) 
中 令 rn 一 00, 由 度量 的 连续 性 (3 引 | 理 4.2(3)), 得 到 
Q(x, Xm) Tm 


因此 ,对 于 任意 mEN 有 xEB，, 即 xE 站 万. 


谷 X 中 又 有 yE 门 损 ， 则 对 任意 mEN 有 YEB， 从 而 ， 
dU(Y, tn) Ts. 令 R->00， 得 到 4d(g, xX) 一 0, 故 z 一 1/ 唯一 性 得 证 . U 


习题 

1， 证 明度 量 空间 中 的 任 一 Cauchy 序 列 的 点 构成 的 集合 是 有 界 集 . 

2， 设 {za}, fy} 都 是 度量 空间 (X,4) 中 的 Cauchy 序列 , 则 数列 {ZCz。， 
9 )} 收 代 Q. | 

3， 设 度量 空间 X 入 ,是 等 距 的 ， 且 X! 是 完备 的 ， 证 明 ,也 是 完 
| ee 

4， 设 度量 空间 (了 X,d) 是 完备 的 ， 令 一 了 ;证 明度 量 空间 (X, 友 也 是 


完备 的 z 

5. 证明 1" 按 81 例 5 定义 的 度量 它 是 完备 的 ， 

6， 证 明 : (1) 空间 c，c。( 见 例 5) 是 天 的 子 空 间 ; (2) 空间 c，o 是 完 
备 的 . 

7， 证 明 (R",4。) 是 完备 的 ,这 里 4. 定义 为 

de (Fs Y) —max| 6t— |, 
一 (Eee Y= M1 a) ERs, 
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8， 设 于 是 完备 的 度量 空间 , {Bs 是 区 中 的 一 列 非 空 闭 集 识 足 : 
FOF,D OF, DO.., 
HlimO(F,) ==0( 这 里 0(B) 是 三 。 的 直径 )， 证 阴 在 让 中 存在 唯一 一 点 zo， 使 


得 Nn Fo= {20). 
n=1 


$6 第 一 纲 集 和 第 二 纲 集 


纲 的 概念 和 Baire 的 纲 定理 在 泛 函 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
主要 表现 在 应 用 纲 定理 的 独特 方法 ， 成 功 地 完成 了 一 些 定理 的 
证 明 . 

定义 6.1 设 了 是 度量 空间 , 4CX. 

(1) 车 (4)" = 名, 则 称 4 在 尺 中 是 无 处 稠密 的 (nowhere 
dense)， 或 称 4 为 蕊 月 集 (meager set). 

(2) 若 4 是 至 多 可 数 个 无 处 稠密 集 之 并 , 则 称 4 为 第 一 纲 集 
(first category set). 

(3) 若 4 不 是 第 一 纲 集 ， 则 称 4 为 第 二 纲 集 (second cate- 
gOIY Set). 

由 定义 可 知 ,无 处 稠密 集 4 的 闭 包 了 没有 内 点 ， 因 此 4 不 包 
含 任何 非 空 开 集 . 无 处 稠密 集 的 子 集 仍 是 无 处 稠密 的 ， 第 一 纲 集 
具有 如 下 明显 的 性 质 ; 

(D) 第 一 纲 集 的 子 集 仍 是 第 一 纲 集 . 

(iD 至 多 可 数 个 第 一 纲 集 的 并 也 是 第 一 纲 集 . 

例 1 在 二 维 欧 氏 空间 中 (平面 上 ) 位 于 直线 上 的 任何 点 集 都 
可 以 作为 无 处 稠密 集 的 例子 . 

例 2 在 二 维 欧 氏 空间 中 ， 两 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 集 是 第 
一 纲 集 , 它 是 可 数 个 单 氮 集 之 并 ， 这 个 集合 是 第 -- 细 的 ,但 是 它 在 
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及 中 稠密 . 
例 3 Cantor 集 是 无 处 稠密 集 . 
下 面 ,， 我们 给 出 并 证 明 Baire 的 纲 定理 . 
定理 6. 2(Baire 定理 ) 完备 的 诬 量 空 间 习 必 是 第 二 纲 集 ， 
证 明 采用 反 证 法 . 假 者 完备 的 度量 空间 是 第 一 网 集 ， 可 


这 入 一 Uj M,, 其 中 每 一 个 M., 都 是 无 处 稠密 集 ， 从 而 每 一 个 NM, 


都 不 包含 非 空 开 集 ， 取 aoE 邓 ， 因 四; 不 包含 BCao,1)， 即 用 
B(ao, 了) 是 非 空 开 集 ， 故 我 们 可 选取 其 中 一 元 o 以 及 六 >>0( 不 妨 
设 ri<<1)， 使 得 


Bm, 37 EBla,r ) CMINB(a, 1). 
因 下 ;不 包含 队 a 六") 即 盏 Sn Bo 到 r; ) 是 非 空 开 集 ， 故 
我 们 可 选取 其 中 一 元 os 以 及 7:>>0( 不 妨 设 ?< 去" ) 使 得 
B aw, Br )CB(os r) EMINB( a, Dr ) 

如 此 继续 下 去 ,对 任意 的 *EN, 存在 wE 到 2 站 8 0,-1, 圭 7-: ) 以 
及 0<ra< 广 ro-1s 使 得 
(Dosr,)EB(a 7 ) CMNB( or 
这 样 ,我 们 得 到 了 一 列 闲 球 {8(a,,7,)}, 注 是 

Be, 3" )I Moa, Fr: 了 oo 到 ro) 
并 且 闲 球 厌 o, 过" ) 的 半径 


ee 7 了 + 


] 1 1 
本 ?np<557n-1IS "< Dn 


由 于 总 是 完备 的 , 应 用 闭 球 套 定 理 ( 定 音 5. 6)， 存 在 唯一 的 a€ 闵 ， 
使 得 


ri<< 寺 0 (1%->00). 


由 (6. 1), 则 有 


得 到 了 矛盾， 所 以 完备 的 度量 空间 瑟 是 第 二 网 集 .1 

由 Baire 纲 定理 还 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 6.3 设 外 是 完备 的 度量 空间 ，{4i} 是 也 中 的 一 列 闭 
集 . 大 


X=||)4,, 
hb=1 


则 至 少 有 一 个 4; 包含 一 个 的 非 空 开 子 集 . 


(A;) " =A?=(O, 


即 A; 是 无 处 稠密 集 ， 故 了 是 第 一 网 集 ， 此 与 定理 6. 2 的 结论 巴 

盾 ， 因 此 , 至 少 有 一 个 4 包含 一 个 的 非 空 开 子 集 ， 
闭 区 间 [0, 1] 是 完备 空间 及 的 闭 子 集 ， 因 而 是 一 个 完备 子 空 

间 ， 所 以 据 Baire 定理 知 , [0, 1] 不 可 能 是 任何 无 处 稠密 集 的 可 数 

并 .可 以 证 明 ; 在 完备 的 度量 空间 中 每 个 非 空 开 集 都 是 第 二 纲 集 

(见习 题 6)， 

se。 TDT 。 


司 ”是 


1. 设 4 是 度量 空间 了 荆 中 的 无 处 稠密 集 ， 证 明 4 的 余 集 4° 在 并 中 稠密 - 
其 逆 合 题 是 否 成 并 ? 

2， 设 是 度量 空间 ，4ACX， 证 明 4 是 无 处 机密 集 当 且 仅 当 A 不 包含 任 
何 非 空 开 集 , 

3. 证 明 整 数 集 乙 是 R 中 的 第 一 纲 党 ,但 是 作为 子 空 间 乙 中 的 集 是 
第 二 纲 集 . 

4. 设 革 为 一 完备 度量 空间 ， 证 明 也 中 的 任意 一 列 稠密 开 集 的 交集 是 称 
密 的 . 

5， 有 限 个 无 处 稠密 集 之 并 是 无 处 稠密 集 . 

*6， 设 束 为 一 度量 空间 ， 如 果 其 中 任何 一 列 得 密 开 集 之 交 是 稠密 的 则 
称 民 为 Baire 空间 。 由 习题 4 知 , 完 备 度量 空间 是 Baire 空间 ， 试 证 明 以 下 
各 条 彼此 等 价 : | 

(a) 开 是 Baire 空间 , 

(b) X 中 任何 一 列 无 处 和 密 的 用 集 之 并 都 没有 内 点 


(c) 设 4 是 了 中 的 六 集 (rEN)， 若 [ 4 具有 内 点 ， 则 必 有 某 个 4, 具 


全 二 1 


有 内 点 ， 
(d) 者 到 的 子 集 4 是 第 一 纲 集 , 则 4 的 余 集 4 在 卫 中 稠密 . 
(e) 每 一 个 非 空 开 集 是 第 二 纲 集 ， 


$1 Banach 压缩 映射 定理 及 其 应 用 


设 T 了 是 集 X 到 下 的 映射 ， 若 存在 xE 世 ,使 得 Tz 二 z, 则 此 点 z 
称 为 喘 射 卫 的 不 动 点 (fixed point). 
下 面 我 们 考察 几 个 从 民 或 民 * 到 其 自身 的 上 映射， 例如， 对 于 
一 个 不 等 于 零 的 实数 a, 定义 平移 映射 7。: 及 一 及 为 
Tx=x+% (aER), 
则 了。 没有 不 动 点 . 


@ 也 。 


和 i i MN 


设 ?0 及 一 人 是 以 0 为 中 心 


的 旋转 映射 , 则 To 有 唯一 的 不 动 点 ， ~ 
就 是 旋转 中 心 0. 4 、 
定义 映射 7: R->R 为 Tzx=x? / 一 
(xER), 则 有 两 个 不 动 点 0 和 1 作 一 
投影 映射 P,: 及 -> 及 :定义 为 ， 
对 每 一 个 z= (&1, £2) ER 7.1 
Pix= (6€1.0), 
则 P, 有 无 限 多 个 不 动 点 . 


我 们 所 关心 的 间 题 是 ， 映 射 T: 互 一 并 在 什么 条件 下 存在 唯 
一 的 不 动 点 ， 在 本 节 , 我 们 将 指出 : 完备 的 度量 空间 民 到 其 自身 的 
某 一 类 映射 ( 称 为 压缩 映射 》 存 在 唯一 的 不 动 点 ， 这 就 是 Banach 
压缩 映射 定理 , 又 称 为 Banach 不 动 点 定理 ( 见 定 理 7. 2)， 在 该 定 
理 的 证 明 中 , 具体 地 给 出 了 如 何 求 得 不 动 点 的 方法 , 即 选 代 法 .这 
一 定理 的 结论 及 其 证 明 中 的 送 代 方法 在 数学 的 很 多 领域 中 ， 如 代 
数 方程 、 常 微分 方程 ,积分 方程 、 偏 微分 方程 等 方面 , 具有 广泛 的 
应 用 . 

定义 7.1 设 (和 X,d) 是 度量 空间 , 映射 了 了: 天 一 屋 ， 若 存在 一 
个 常数 % 0 委 G<1 使 得 对 一 切 ”YE 人 有 

d(Tz, TY)<od (zr, Y), 
则 映射 人 称 为 了 上 的 压缩 映射 (contraction).， 
在 压缩 映射 下 的 作用 下 ， 任 意 两 点 z 与 的 象 的 距离 比 z 与 
3 的 距离 更 近 , 其 比值 C(Zz,29g) /ad(z, 四 不 超过 常数 a(0 寺 a 过 1). 
显然 , 压缩 映射 人 :和 -> 对 是 连续 肌 射 。 事 实 上 , 对 于 任意 zc 
六 和 任意 序列 zs 一 >z* 有 
LT 7 )<ad(z zj) 一 0 (n>00), 
妈 Tz,>Tz。 据 定理 4.5,7 在 点 z 连续 . 由 zx 的 任意 性 ， 则 了 在 
se 74 。 


玉 上 连续 . 
定理 7. 2(Banach 压缩 映射 定理 )” 设 (了 ,4) 是 完备 的 度量 空 
间 , 了 了: 对 一 著 是 压缩 映射 , 则 多 有 唯一 的 不 动 点 , 即 存在 唯一 的 zc 
义 , 使 得 Tx = 二 x. 
证 明 ”存在 性 ， 任 取 ro 和 ， 我 们 采用 如 下 迭代 法 构造 一 个 
序列 {zj， 令 
(7. 1) Xi 一 人 2000 一 人 01 Wnt = Tr ee. 
由 假设 了 : 了 一 是 压缩 映射 , 则 存在 wx 0 二 1, 使 得 
dTr, Ty) adr y) (〈z, YEX). 
现在 我 们 证 明 {z。,} 是 Cauchy 序列 .由 于 
(7. 2) d(Tnss Tn) 一 ET Tn) Ad (Ln Ln-1) 
=ad (Tz Txn-2) SU (xn 1 Ln-?) 
= "d(T 2Z0)， 
对 于 任意 的 正 整 数 mw, 2(m 二 2)， 由 三 角 不 每 式 及 (7. 2) 式 得 
(7.3) dzny Fm) EATny Trt) 十 gzoriyzar2) 十 十 dzm-obzn) 
魏 (o" 十 any 十 … 十 om)d(zi xz0) 


] 一 C 
d (% 1 Xo) 


: < (Zi 20) . 
由 于 0 和 xc<1 上 式 最 后 一 项 当 ”充分 大 时 可 以 小 于 任意 的 e>0， 
从 而 &(zs zm) 当 1 充分 大 时 ( 且 和 >2 可 小 于 任意 的 。>0 .这 就 
证 明了 {zw} 是 Cauchy 序 列 。 / 
由 假设 , 和 是 完备 的 ， 则 可 设 z,->zEX， 现 在 我 们 证 明 序 列 
{z,} 的 极限 > 就 是 了 的 不 动 点 ， 因 为 由 三 角 不 等 式 和 和 迭代 过 程 


(7. 1)， 
d(x, TI) EAUF, tn) TF AR TY) 


一 Li 2， Xn) +a (TF, Tx) 


$s FH * 


和 这 让 和 


dr, ) 十 ad 1 7) 0 (2 一 oo) 

FB dr, T7) 一 0, 从 而 Tx=7. 

唯一 性 . 才 Tz=x 且 ?x 二 21, 则 

Oz, 7) =PTx, Tr) aad, 01 。 
于 是 由 于 1 一 Qa 二 0 以 及 
0<(1—a)d(7, +1) 0, 

则 Zz%, 21) 二 0, 从 而 X= 二 XY;， 上 

值得 注意 ， 定 理 中 天 的 完备 性 及 全 为 压缩 映射 的 条 件 都 是 十 
分 必要 的 例如, 数 直 线 只 中 的 开 区 间 (0, 1), 按 两 点 的 绝对 值 定 


文 的 距离 ,是 不 完备 的 ， 若 映 射 J (0 1) >(0, 了 ) 定 义 为 了 z= 二 4 


(zeE(0,1)), 则 区 是 压缩 映射 ,但 是 没有 不 动 点 . 

Banach 压缩 映射 定理 有 下 列 推论 . 

推论 7.3 在 定理 7.2 的 条 件 下 , 从 任意 zoEX 出 发 得 到 的 选 
代 序列 {z} ( 即 z= 二 Tx,_!,，nEN) 收 敛 干 工 的 唯一 的 不 动 点 z, 并 
且 有 误差 估计 式 
(7.4) d(x,, 2) Sd 20) . 


证 明 由 定理 7.2 的 证 明知 {zs} 收敛 于 7 了 的 唯一 的 不 动 点 
z, 并且 在 (7. 3) 中 令 m->co, 则 误差 估计 式 (7, 4) 成 立 ， 

为 了 下 面 叙述 方便 , 对 于 映射 兄 : 站 -> 和民 。 定义 T?=ToT( 即 7 
与 了 的 复合 映射 ),T?=ToToT,…， 可 见 , 对 于 任 一 正 整 数 x，T" 
也 是 忆 到 玉 的 映射 

推论 7.4 设 (X,4) 是 完备 的 度量 空间 ，T: 了 > 对 车 7" 
XX-> 是 压缩 映射 , 则 多 有 唯一 的 不 动 点 xEX. 
证 明 由 定理 7. 2, 存在 唯一 的 rE 瑟 ， 使 得 ?ez 一 z。 现 在 证 
明 此 点 z 是 映射 7 的 叭 一 的 不 动 点 ， 由 于 
T*"(Tx)=T"*" y=T(T"r)=Tz, 
,76 ， 


改 Tz 也 是 2 的 不 动 点 ， 于 是 由 和 嫩 的 不 动 点 的 唯一 性 ， 得 到 
TX 二 XY。 多 营 2 也 是 了 的 不 动 点 , 即 Tz 二 x,, 则 
To (To 7 (C7,) 
= 

这 说 明 2 是 到 的 不 动 点 。 再 由 2" 的 不 动 点 的 唯一 性 得 到 z:= 
和 者 

推论 7.5 设 (,a) 是 完备 的 度量 空间 ，7T: XX 在 Y= 
B(zo,7) 上 是 压缩 映射 ,并 且 满 足 
(7. 5) d(xo, Tx0) <(1—a)r, 
其 中 & 是 压缩 映射 了 决定 的 常数 ， 则 下 在 了 中 存在 唯一 的 不 

证 明 按照 定理 7. 2 的 证 明 中 的 (7. 1) 作 一 个 从 2 出 发 的 迭 
代 序 列 {z}， 我 们 证 明 所 有 的 zx 和 {zas} 的 极限 > 都 在 了 中. 事 
实 上 , 可 以 证 明了 (7)CB(Czor)C7， 因 为 对 任意 的 xEY, 由 于 

d(xo, Tx) dro, Tx0) + d(Tro, Tx) 
<(1—0)7+ad(ro, x) 1g)riar=r, 

故 TzEB(zo,7)CY， 于 是 我 们 得 到 x,EB(z0o,;7)CY(nEN), 并 且 
由 定理 4.3(1) 知 , 2, 一 XEB(zo, 7) 二 了 ,， 

于 是 仿照 定理 7. 2 的 证 明 步 骤 可 完成 此 推论 的 证 明 ， 0 

下 面 ， 我 们 举 儿 个 例子 来 说 明 Banach 压缩 映射 定理 在 儿 个 
不 同 领域 中 的 应 用 . | 

例 1 求 线 性 方程 组 的 解 的 问题 ， 设 以 51, 52,…, ,为 变量 
的 线性 方程 组 
S10161T G52 "+ Qnént Pi, 
2 = 42161 7 Q2262+ :T+ Gonén + B, 


| 


én = Qn1é: 十 Qn2g52 十 “二 anndnt Br. 


《7. 6) 


. I7 8 


Tr 二 4 地 池 联 [J 请 di Er i 


61 /名 CI11“ : 
(i) | e 汪汪 
En \g, Gel ”Un 


(4 可 简 记 为 4= (a4y)), 则 (7.6) 可 表示 为 简单 的 形式 : 
(7.7) X= Az+b. 
我 们 把 >,2 等 看 作 R* 中 的 元 素 , R* 上 的 度量 定义 为 


dF, Y) =max|s,—7:|, 
1 放生 


61 ni 
这 里 -| | | 和 -| je 及" 中 任意 的 两 点 
én ns 
定义 映射 人 ,RR"->R" 为 
Tz=Azx+6 (zxER?")., 
因此 ， 映 射 7 的 不 动 点 就 是 (7.7) 的 解 ， 由 于 (R", 4。) 是 完备 的 : 
`( 见 §5 习题 7), 我 们 只 要 讨论 在 什么 条 件 下 映射 TT 是 压缩 映射 、 
对 于 任意 的 xz,yER”, 
do (Tx, TY)=d( Azo, .43 十 六 


一 Ta 人 
1 1 和 


Djars(€j—ny) 
1=1 


及 : 
< max 之 [ai; |max|éy— ?sl 
1<i&n 31 tjen 
一 max > |avlds (7, 9). 
Il&imn 1] 


可 见 当 a 一 max 了 |ass| <1 时 ,7 是 压缩 映射 。 从 而 ， 应 用 定理 
i 1=1 


7.2, 了 在 R" 中 有 唯一 的 不 动 点 ， 因 此 ， 方 程 (7. 7) 有 唯一 的 解 . 


。78 。 


归纳 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 如 下 的 结论 . 
定理 ?.6 若 含有 1 个 变量 51,…,5,( 看 作为 2 的 分 量 ) 的 线 
性 方程 组 
(7.7) Z 一 4zr 十 0 
的 系数 和 矩阵 4= (aiy) 满 足 


Say|<a<1 (i=1,2,..,n). 
了 =1 


则 方程 组 (7. 7) 有 唯一 的 解 *>， 并且 解 z 是 从 任意 一 点 ze 出 发 的 
交代 序列 {zm} 的 极限 ,这 里 


《7. 8) smii=Aznt+b (m=0,1,2,.…). 
对 于 一 般 形式 的 个 变量 51,…, 6 的 方程 组 
(7. 9) : Cz=d, 


di CI Clin 
: ,C=(c)) = : : | 


é1 
这 里 z=| : ,4 二 
5 6,/ Cn1 “°° Cnn 


行列 式 1C1 尖 0. 车 选取 一 个 适当 的 非 奇异 的 方 阵 B, 使 得 0 二 B 一 
-G, 从 而 (7.9) 变 为 Bx 二 Gz 十 dd, 或 
=B Grr Bd, 
则 方程 组 (7. 9) 化 为 方程 组 (7.7) 的 形式 ， 下 面 就 可 利用 定理 7. 6 
作 进 一 步 的 讨论 . 
例 2 一 阶 常 微分 方程 的 解 的 存在 性 与 歇 一 性 问题 . 
定理 7.7 对 于 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 


dz 
qr ft, 2) 
xr(to) 一 2(0)， 


设 在 矩形 区 域 (如 图 7. 2) 
D={(t,7z)1 |i—tol<a, |z—z(0)|<b) 


《7. 10) 


ee AD ee 


WT 0 3 ee TE A te 


| 
00 )+b i ~~—- 
oe : 
一 一 一 一 
| 


二 
9 fo— 0 人 t 


| in 十 


图 7.2 
内 连续 (从 而 了 在 万 上 有 党, 可 设 max| f(t, z)| 志 ce), 并 且 f 在 PP 
上 关于 zx 满足 Lipsehitz 条 件 ， 即 存在 党 数 有 ( 称 为 Lipschitz 党 
数 ) 使 得 对 任意 的 (t,x),(t,71)ED 
(f(t,2) ft, 2) | SE lr, 

则 初 值 问题 (7. 10) 有 了 唯 一 的 解 :EC[io 一 B，to 十 B], 这 里 6< 
minfa， 人 如 

| ”co 

证 明 容易 验证 初 值 问题 (7. 10) 可 以 化 为 等 价 的 积分 方程 
(7. 11) z(t)=z(0)+|[ f(s,7x(s))ds, 


也 就 是 说 , x 是 初 值 问 题 (7. 10) 的 解 ， 当 日 仅 当 z 是 积分 方程 
(7. 1) 的 解 , 记 J 了 =[to 一 pB, to 十 BI. 我们 知道 ,度量 空间 (C(J)，,4)， 
是 完备 的 ,这 里 度量 4 的 定义 为 

d(x, Y) = max [z(t )— y(t )|. 


C={rEC(T) | |z(t)—27(0) [ep, 1ET}, YC 是 C(7) 团子 空 
间 , 从 而 6 是 完备 的 (应 用 定理 5. 4)， 对 于 任意 的 xE6, 定义 映秀 
7T 使 得 对 任 音 的 iEJ 


(7. 12) (To)(t)=2(0) +) fs,2(s))ds. 


4 80 « 


向 于 cB<5, 对 任意 sEv 以 及 2EC， 有 (sz(s))ED， 我 们 得 到 
(rz)(t) 一 z(0)1=|| fs，z(s))ds 


<cli 一 b 去 c6 (ET), 
因此 ,映射 是 从 0 到 避 的 映射 
现在 证 明 , 在 C6 上 是 压缩 映射 事实 上 ， 对 于 任意 的 x,yE 
已, 应 用 Lipschitz 条 件 
TOD- TDD = | Chls, (8))—f(s,y(s)) ld 


<|i—tolmaxtls(s) —y(s)| 


<hpd(z, y). 
由 假设 48 一 1, 上 式 对 iEJ 取 最 大 值 . 得 到 
d(Tz, Ty)—=max| (Tz)(t)— (TY)(t) SEPA (x, 9), 
所 以 TT 是 压缩 映射 . 

应 用 定理 7.2,T 有 唯一 的 不 动 点 xzE 5, 即 7z=z， 这 个 + 是 
定义 在 J=[i 一 8,to 十 上 的 连续 珊 数 ， 它 是 积分 方程 (7. 11)， 
从 而 也 就 是 初 值 问题 (7. 10) 的 唯一 的 解 ， 晶 

我 们 还 可 以 知道 , 初 值 问题 (7. 10) 的 解 * 可 由 映射 了 作出 的 
选 代 序列 {z} 取 极限 而 得 到 ， 即 * 一 mx 这里， 

ro(t)=27x(0), 

zai(t)=z(0)+| f(s, zn(s)) ds (n=0, 1,2,."°), 

例 3 积分 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 . 

定理 7.8 Fredholm 积分 方程 形 如 
(7.13) z(t)=v(t) tp | 天 (bs)z(s)ds， 

其 中 zi) 是 定义 在 区 间 [o， 妇 上 的 未 知 国 数 ， 设 核 K(t,s) 是 在 


矩形 区 域 D={(i,s)lai 志 b,a 志 sb} 上 的 连续 函数 (从 而 K 在 
ee B81 * 


D 上 有 和 界 , 可 设 max| k(t,s)|<c),v(t) 是 一 个 给 定 的 在 Lo, 68] 上 . 
的 连续 梁 数 、 共 参数 4 满足 
1 
4 < say 

则 积分 方程 (7. 13) 有 唯一 的 解 -EC[a，5]. 

证 明 对 于 任意 的 xEC[a,5], 令 

(Tt)=0t) +p) KC,s)z(s)ds. 

由 于 >” ， 玉 都 是 连续 的 ， 则 上 式 定 义 了 一 个 映射 7T: C[a，6]-> 
C[a,5]， 因 为 

d(Tz, TY) = max | (Tz)(t)— (Ty)E)) 


| K(t,s) (28) y(s))ds 


=|ju| max 
f ELd; 6] 


Ik| max | ,1 KGi,s) [lz(s) —y(s)lds 
<lple.maxlz(s)—y(s)1(b—a) 
=|4|e(b—a)d(z, 9), 

又 由 假设 4 | <sp 一 sy' 得 到 1k1e(b 一 a) <1， 所 以 T 是 完备 的 


度量 空间 CLa, 86] 上 的 压缩 映射 。 应 用 Banach 压缩 映射 定理 ， 有 
唯一 的 zxEC[a,8j, 使 Tx=2, 也 就 是 说 此 z(t) 福 足 方程 (7. 13). 1 

方程 (7. 13) 的 解 zt ) 可 以 从 [o, 5] 上 任意 的 连续 函 数 zo(1》 
出 发 的 夺 代 序列 {zs 取 极限 而 得 到 , 这 里 


zait) =0(2)+ 4p) Kl,s)zs(s)ds (n=0,1,2,°°). 
例 4 Volterra 积分 方程 形 如 
(7. 14) rt)=v(t)+4 | EK(it,38)7r(s)ds, 
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其 中 z( 四 是 定义 在 区 疗 [a,8] 上 的 未 知 国 数 。， 设 核 五 是 在 三 角形 
这 域 刀 = (bs)1e 委 1 委 0c 委 s 么 引 ( 见 图 7.3) 上 的 连续 函 数 ( 从 
而 核 天 在 只 上 有朋， 可 设 max| K(t， 5) | 硅 必 ), 则 积分 方程 (7. 14) 


对 于 任意 的 vEC[a,51 及 任意 的 参数 4 存在 唯一 的 解 xECLa, 6.. 
证 明 定义 映射 T:， 0[a， 候 ->C[a，5]， 使 得 对 任意 的 zE 
Cla,b] 


《7. 15) (Tt)=0(t)+p| Kt, s)z(s)ds. 
对 任意 的 x,yEC[a, 5, 我 们 有 
(DD — TD = ul) 和 (bs)[z(s) 一 9(s)]ds 
<lh jm 一 2)maX|z(3) —y(s)| 


一 |AMCE 一 0)d02 y). 


图 7.3 


下 面 , 用 归纳 法 来 证 明 ， 对 任意 的 2EA 不等式 
(7.16) TD) TD SI pl Md, y) 

成 立 ， 事 实 上 , 当 w= 二 1 时 , 不 等 式 (7. 16) 成 立 已 经 证 明 . 设 n= 
时 , 不 等 式 (7.16) 成 谋 ， 当 R= 十 1 时 ,由 (7.15) 我 们 有 


es B33 «。 


Pos 站 1 人 


| (TYR) (ED) 


= ol || KG,s) LT"s)(s)— (Ty)(s)]ds 


ktl1rt ' 
-ee (s 一 0) “dsi :d(x,y) 


1,ik+tlAfh+l (1—a)” yy). 
他 ; MM (Er-1)1 (X,Y) 


故 不 等 式 (7. 16) 对 任意 的 2EN 成 立 ， 对 任意 的 neEN, 由 (7. 16> 
可 得 到 
d(T"x, T"Y) =max| (T"2)(t) —(T"y)(t)| 
去 4 "Mg, y). 
于 是 ， 对 任意 的 参数 4 我 们 总 可 以 选取 足够 大 的 1%, 使 得 
[1M" O09" 1 
多 | 


即 7” 是 完备 度量 空间 CLa, 8] 上 的 压缩 上 映射， 由 推论 7?.4 知 ， 税 
分 方程 (7. 14) 在 CLa, 0 中 存在 唯一 的 解 


习 是 
1、 设 线性 方程 组 
s/f 
£, |= 5 | | -| 
6 ~ 5 一 本 \é 2 


应 用 压缩 映射 定理 证 明 此 方程 组 有 了 唯一 的 解 . 
2， 设 了 是 完备 度量 空间 X 到 XX 的 映射 。 若 


加 gd Try, Tny) 
co 一 Sp ge,y) <! 


则 2 有 唯一 的 不 动 战 ， 
e 8 和 。 


3， 设 长 CL0, ,求证 方程 
z(t) = fCt)+p) z(s)ds (ié[0,1]), 


有 唯一 的 连续 解 2(t) f(t) 4| exe-o7(s)ds. 

4. 设 函数 g(z) 在 区 间 了 一 [zo 一 7,z6 十 "] 上 连续 且 可 导 , 并 下 满足 : (1) 
1g'(2) la<1l (2€J)，(2) 19(z0) 一 zol 过 (1 一 a)7, 证 明 方 程 x= (在 
J 中 有 唯一 的 解 x, 且 x 是 迭代 序列 {z,} 的 极限 ,这 里 

2 一 (zi) (REN). 

5. 设 函 数 9g(z) 在 民 上 连续 且 可 导 ,|19 (oz)| 委 a<1 (xE 民 )， 取 是 zE 

R, 令 xz 二 9 (za-1) ;证明 次 代 序列 {zo} 收敛 ， 


88 紧 性 


在 本 节 中 , 将 讨论 度量 空间 中 具有 紧 性 、 列 紧 性 以 及 完全 有 界 
性 的 集合 的 性 质 ，、 并 指出 紧 度 量 空间 ， 列 紧 的 度量 空间 和 完备 的 
完全 有 界 空间 是 相互 等 价 的 . z 
实数 的 完备 性 公理 之 一 的 Heine-Borel 定理 ( 见 85) 指 出 ; 闭 
区 闻 [o, 妇 上 的 任意 一 个 由 开 区 间 集 组 成 的 覆 益 有 有 限 子 覆盖 . 把 
有 界 闭 区 间 的 这 一 性 质 推广 训 得 到 下 耐 在 一 般 度量 空间 中 的 紧 信 
的 概念 . 
定义 8.1 设 4 是 度量 空间 的 子 集 ， 我 们 称 4 为 紧 集 (co- 
mpact set), 癌 4 的 
| 如 是 他 中 的 开 集 ,aED 是 宙 本 4 的 任 一 开 集 族 ， 则 乌有 有 限 的 子 
族 Wo= {0。，…,U。) ,使 20o 覆盖 4. 
朱玉 身 蚌 芭 集 则 玉 宁 为 果 袜 间 《compact space). 
定理 8.2 (1) 若是 紧 空 间 X 中 的 闭 集 ， 则 了 是 紧 集 ， 
(2) 车 4 是 度量 空间 对 中 的 紧 集 , 则 4 是 有 界 闭 集 ， 
证 明 (1) 设 纺 = 人 {D061Us 是 中 的 开 集 ，oED} 是 忆 的 任 一 


s £9 * 


开 覆 盖 , 则 多 ,= 弥 U{P} 是 下 的 开 覆 盖 ， 由 假设 和 是 紧 的 , 则 人 
中 有 有 限 子 族 , 记 为 { 可 。，…D。,Ze} ,覆盖 筷 , 从 而 Co= {U6 ，…， 
7。}C ,2 覆盖 F， 因 此 了 是 紧 集 . 

(2) 先 证 4 是 闭 集 . 车 4* = 名, 则 4 是 闲 集 ， 现 设 4 去 2. 
对 任意 的 zxE4o, 若 yE4， 则 有 z 关 y, 于 是 存在 ez>0， 使 得 B(x， 
er) 站 B(Yy, ey) 二。 因此 , 妇 ={B(y，sy)19E4 是 4 的 一 个 开 覆 
盖 . 由 于 4 是 紧 的 ,多 有 有 限 子 族 

Bo,= {BY Ey) B(Y,, ey,)} 
覆 攻 4. 令 e=minfes}, MIB(z, e) NB(yi, 0) = (i=1, …， 


4)。 从 而 
ZG=B(r, 2)f\ U Ber) Be,0) NA4. 
所 以 B(z,e)C do。 这 说 明 4 是 开 集 , 从 而 4 是 闭 集 . 
现 证 4 是 有 界 的 。 取 zuE4, 容 易 看 到 ,4C | BCzo,i). 由 于 


4 是 紧 的 . 则 有 有 限 个 开 球 组 成 的 子 族 {B(%o， $1) ， “9 Bl(zo, tn)} 
神 盖 4. 令 N=max{is}, 则 4CB(wos 入 )。 4 的 有 界 性 得 证 . [U 


值得 注意 ， 度 量 空间 中 的 有 寞 闭 集 未 必 是 沦 集 . 


定理 8. 3 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 。 ” 
证 明 没 了 是 度 景 空间 X 到 度量 空间 Y 的 连续 觅 射 ，4 是 
中 的 紧 集 ,要 证 明 1(4) 是 了 中 的 紧 集 


设 人 = {UlaED} 是 了 (4) 的 任 一 开 独 盖 , 即 f(4) 忆 [0, 则 


.a€D 


Acf”! Ga) cr U A UF,). 
. aceD seD . 
记 人 UY-!1= {f-!(06) |aED}， 因 为 f 是 连续 的 ,所 以 每 一 个 1(V。) 


® Ho * 


| 


是 屋 中 的 开 集 .由 上 去 知 人 多 ”是 4 的 开 覆 盖 . 因 4 是 紧 的 , 则 人 


有 有 限 子 族 { 太 (7 三 !(7e)} 履 盖 4， 即 则 广 :Ce 过 4， 


i=l 


于 是 
1(W cf( U 六 (Da Uriv dc Uv 


这 表明 ,人 V 的 有 限 子 族 {0。,，…,V。,} 复 盖 了 (4)、 因 此 ， 了 (4) 是 紧 
的 ， 

我 们 知道 ， 定 义 在 数 直 线 尺 的 有 界 六 区 间 上 的 连续 函数 是 有 
界 的 并 且 可 以 达到 上 确 界 和 下 确 界 ， 这 也 是 紧 集 所 具有 的 性 质 . 

定理 8.4 紧 集 上 的 连续 泛 函 是 有 界 的 ， 并 且 可 以 达到 上 确 
界 和 下 确 界 . | : 
”证明 设 4 是 度量 空间 XX 中 的 紧 集 , 泛 函 f:X> 民 是 连续 的 . 
要 证 明 ,f( 4) 是 有 界 的 ,并 有 旦 存 在 xz,, XE4, 使 得 f(z1 ) = supf(z), 
f(z2) =inff(z)( 换 名 话说 ,f(4) 有 最 大 值 和 最 小 值 ). 

由 定理 8. 3，f(4) 是 民 中 的 紧 集 ， 再 应 用 定理 8.2(2)，f(4) 
是 R 中 的 有 界 闭 集 ， 设 履 =supf(z)， 由 上 确 界 的 性 质 , 对 任意 
0, 存 在 ze4 使 得 MM 一 e<f(z)<<M, 即 以 必 为 中 心 ， 任 意 e>>0 
为 半径 的 开 球 B(MH,e) 都 与 1( 4) 相交 , 则 MEJ(4)=f (4) ( 见 
$2 习题 4 )，。 因 此 ,存在 z,E4, 使 得 f(z) = M= supf(2). 

同 理 ,存在 zxE4, 使 得 f(z) =inff(z). 0 

由 实数 完备 性 的 另 一 个 公理 推出 ， 车 4 是 数 直 线 R 中 的 有 界 
集 ， 则 4 中 任意 序列 都 有 收敛 的 子 序列 。 这 一 性 质 推广 到 一 般 的 
度量 空间 中 ， 可 得 到 下 面 列 紧 集 的 定义 . 

定义 8.5 设 4 是 度量 空间 X 的 子 集 ， 车 4 中 的 任意 一 个 序 

z * 7 。 
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列 都 有 在 对 中 收敛 的 子 序列 ( 即 子 序列 的 极限 在 琉 中 )， 则 4 称 为 
也 中 的 列 紧 集 (sequntially compact set). 

车 人 本身 是 列 紧 集 , 则 节 称 为 列 紧 空 间 (sequentially comp- 
act space). 

由 此 定义 ,当世 是 列 紧 空间 时 ,站 中 任意 序列 {2,} 都 有 一 个 子 
序列 {2,,}》, 使 得 zx,,->zEX， 但是, 营 4 是 至 中 的 列 紧 集 ，4 作为 
半 的 于 空间 不 一 定 是 列 肥 空间 、 当 4 作为 了 的 子 空间 是 列 陀 空间 
时 , 划 4 中 的 任意 一 个 序列 都 有 收敛 于 4 中 某 一 点 的 子 序 列 , 这样 
的 集 4， 实 际 上 是 列 紧 的 闭 集 ， 在 有 的 书 上 称 为 自 列 厅 集 . 

例 1 在 数 直线 民 中 的 任意 有 界 集 是 列 紧 的 . 特别 地 ， 闭 区 
间 [0， 二 和 开 区 间 (0， 1) 都 是 有 中 的 列 紧 集 

作为 民 的 子 空间 , [0， 匡 是 列 紧 空 间 ,而 (0, 1) 不 是 列 紧 空间 . 


事实 上 ,二 元 是 (0， DP 二 | 的 任 一 子 序列 都 收 鳅 于 0 ， 


但 十 0& (0, 1)， 
R 是 完备 的 庶 量 空间 , 但 不 是 列 紧 的 、 便 如 ,序列 {o} 在 及 中 
没有 收敛 的 子 序列 . 
例 2 C[0, 匡 是 完备 的 度量 空间 ( 见 $ 5 例 4), 但 它 不 是 列 紧 
空间 ， 例 如 ,到 [0, 本 上 的 连续 函数 列 {zw(t)}: 
0, 若 一 <1<1 


zn(t ) = 1 
1 一 ?1 大 当 0st< 二 


可 以 看 到 , {zs} 是 CL0, 1 中 的 有 
界 序列 , {zw 小 在 CL0,，1j 中 没有 收 : 
敛 的 子 序列 . 图 8.1 

在 什么 条 件 下 , CL0, 也 的 子 集 是 列 紧 的 呢 ? 回答 包含 在 下 面 
的 定理 中 ， 
。 吨 2 。 


定理 8.6 (Arzela-Ascoli) 设 4 是 CTe， 妆 的 子 集 4 是 
” 列 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 4 满足 : 
(1) 4 是 有 和 界 的 ， 即 存在 常数 6c ,使 得 对 一 切 xE4， 

max ,Ct) 1 So, 


(2) 4 是 Pe 即 对 任意 e>>0, 存在 6>0(6 仅 与 es 有 
关 ), 使 得 对 任何 ty 4E[a,0, 当 | 二 一 如 < 时 ,对 一 切 zE4 
1Z(t) 一 zt | <e. 
证 明 赂 . 
从 例 工 和 例 2 ;我 们 看 到 完备 的 度量 空间 不 一 定 是 列 紧 空 卓 ， 
反 过 来 的 结论 却 是 成 立 的 . 
引 理 8.7 若 度 量 空间 是 列 紧 的 , - 则 站 是 完备 的 
证 明 没 {zs} 是 装 中 任 一 Caurchy 序列 ， 由 假设 苹 是 列 紧 空 
间 ， 则 {za} 有 一 子 序列 {zn,)， 使 得 We 由 引 理 5. 2， Wm 
下 XE 症 ， 世 的 完备 性 得 证 ， 曲 
定义 8.8 设 4 是 度量 空间 XX 的 子 集 .对 于 给 定 的 e 汪 0, 若 存 
在 了 的 子 集 8， 使 得 以 3 中 每 一 点 为 中 心 、e 为 半径 的 开 球 的 全 休 
履 盖 4, 即 
[Blz,e) IA, 


则 8B 称 为 4 的 一 个 2- 网 (e~net)， 当 B 是 4 的 e- -网 ， 同时 又 是 有 

限 集 时 , B 称 为 4 的 有 限 的 e- 网 (finite e -net). | 
在 对 于 任意 es 之 0, 集 4 有 有 限 的 -网 ， 则 4 称 为 完全 有 界 集 

(totally bounded set)， 若 卫 本 身 是 完全 有 界 集 ， 则 针 称 为 完 


”有 界 空间 (totally bounded space)， 


引 理 8.9 ” 若 度 量 空间 芷 是 完全 有 界 的 ， 则 (1) 了 是 有 界 的 ; 

(2) 芒 是 可 分 的 . | 和 
证 明 (1) 设 {zl ,zz ,zj 是 天 的 工 网 ,对 任意 xEX, 则 存 
。.89 。 


i 


在 3X;(1 达 7 二 %), 使 得 
d(x, wi) <1, 
SM=maxd(z ,7;), 则 
d(x, 7) Rd, Xi) Td(r;, 1) 
<1+ max d(x;,71) =1+M. 
这 表明 革 CB(z1, 人 十 1). 由 3| 理 2. 3, 下 是 有 入 的 ， 
(2) 对 任意 的 xEN, 设 B, 是 不 的 有 限 一 -网 , 令 


Cs 


B=1]B,, 


Hl 


好 一 1 


则 了 3 是 至 多 可 数 集 ， 现 在 证 明 万 =X， 为 此 ,只 要 证 明 X C8， 因 
为 对 任意 xEX 和 任意 xEIN, 存在 mEBw 使 得 2EB(z，， 二 ); 从 而 


riEB (1, 二 ) 也 就 是 说 ， ZB(s, 1 NC Bsn Ins 现在 
对 于 任意 ?>0, 可 选取 nEN, 使 得 <r, 于 是 Bz， 7) NBEOB(z, 


广 )n BC， 由 $ 2 习题 4 ,得 到 zEB， 因 此 是 可 分 的 ，[ 


作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 指出 度量 空间 XX 的 紧 性 ， 列 紧 性 和 完 
全 有 界 性 有 下 列 等 价 关系 . 

定理 8.10 设 和 是 度量 空间 , 则 下 列 各 条 等 价 . 

(1) 半 是 紧 空 间 ， z 

(2) 凶 是 列 紧 空 间 . 

(3) 入 是 完备 的 完全 有 界 空间 ， 

证 明 (1) 二 (2) 设 了 是 紧 空 间 ，{zs} 是 芋 中 的 任 一 序列 ， 令 


F ,为 集 {zs zy] 的 闭 包 ,我 们 证 明 Nn PP, 关 人 .车 不 然 站 F, = 


车 工 1 
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O, 令 V0, 二 站 \F,, 则 懂 = {7jaEN)} 是 瑟 的 开 覆 盖 ， 由 碟 的 紧 性 ， 


和 有 有 限 子 覆盖 , 即 存在 { ,V5} CW, 使 岂 U0,,= 站 从 而 
站 r=X\( U oj-C 


Ek 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 若 取 % 二 max {n,n2,…,n;}, 则 有 人 有 
一 工 
FS. 


我 们 可 设 a€ 人 局 ， 即 对 任何 的 EN 有 


acF, = (Wy n+1y … 小 . 
由 %E 我 们 可 选取 一 所 ZniEB(a 1) 站 zza…， 由 GE :1 


我 们 可 选取 一 点 zr, EB(@, 吝 中 {zwsb zwira…}， 一 般 地 说 , 由 
xc icEN) ,我 们 可 选取 一 点 
n+ EB(o, FT) N {ent ent2 小 


易 见 {zw} 是 {zw)} 的 子 序 列 且 zx，,->a(i>c0)。 因 此 站 是 列 紧 空 间 ， 

(2) 二 (3) 设 X 是 列 过 空间 .由 3| 理 8.7, 子 是 完备 的 ， 现 
在 证 明王 是 完全 有 界 的 ， 若 不 然 , 素 不 是 完全 有 界 的 , 则 存在 > 
0, 使 得 站 没有 有 限 的 se- 网 ， 任 取 ziE 瑟 , 则 必 有 zsE 瑟 ,使 得 4(z， 
72) 之 Ee (否则 ，1{z1)} 就 是 有 限 的 2- 网 )， 同 理 ， 必 有 zsE 和 ， 使 得 
d (v1 Ya) 之 E, dz 73) 之 E。 如 此 继续 下 去 ， 可 得 到 一 个 序列 {x,} 
满足 ; 当 $ 妆 7 时 ,Q(x;, zi) 之 8 这 个 序列 当然 不 含 任何 收敛 的 子 
序列 此 与 子 的 列 紧 性 矛盾 . 

(3) 之 (1) 设 站 是 完备 的 完全 有 界 空间 ， 若 总 不 是 紧 空 间 ， 
则 存在 X 的 开 柳 盖 侈 二 {0。|aED), 它 没有 有 限 子 覆盖 ， 


* 9 。， 


由 于 艺 是 完全 有 界 的 ， 对 于 e=1， 下 有 有 上限 的 1- 网 了 = 
(人 2 "ys ‘a 于 是 
a LU B(x , 1). 
因此 , 存在 ziE7,， 使 得 B(x,，1) 不 能 被 己 的 任 一 有 限 子 族 覆盖 . 
(否则 , 么 将 被 代 的 一 个 有 限于 族 覆 访 得 到 下 丑 ， 人 


二 -网 了 3 = 2 TE 上 本 


2 


Li 1 
人 《2) 一 ， 
B(z1, DCX= BY,3). 


因此 ,存在 E74, 使 得 B( zs， 广 )NB(z1， DD 且 B(xs， 坪 ) 
不 能 被 的 任 一 有 限 子 恢复 六 (否则 B(z,，1) 将 被 的 一 个 有 限 


放生 六, 和 到 导 )， 如 此 然 线 下 去 ， 可 条 到 一 列 开 允 {8(en， 
直上 满足 HLz ,去 )n Hz 去 jxG B(so+ 南 ) 不 能 


被 的 任 一 有 限 子 族 禾 盖 (n=1, 2，…). 取 yEB(b， 号) 


B (zw Th) 由 三 角 不 等 式 ， 加 
CCzZn+ly Ln) kt 各) + a(Yn, Ln) 
1 
~ 本 
因此 , 对 任意 正 整 数 9， ww( 不 妨 设 p<q), | 
d (rp, za) SVTps Lor1) | d(Tpris Tp+2) Te dLa-1, Tq) 


1 1 
| opT 十 十 30 


六 由 一 
Or 


/ 人 让 十 研 l 


] 


EE 


ea 907 。 


可 乞 ,{z} 是 广 中 的 Cauchy 序列 ， 由 站 的 完备 性 ,可 议 z, 一 4， 贞 
于 你 窗 盖 羡 , 则 存在 FE 使 得 aEV。,， 而 Us 是 开 集 ， 故 存 在 
">0, 使 得 B(e,7r)CV 由 于 x,->a, 则 存在 充分 大 的 正 整数 7 使 


得 dz, 4) < 也 且 友 -< 了 由 三 角 不 等 式 可 得 Bxos 可 开 ) 


Bla,r) CVU. 此 与 B( zw 3 


盾 . [ 
没 4CX， 易 知 ,4 作为 X 的 子 空间 是 紧 空 间 , 当 且 仅 当 4 是 
中 的 紧 集 ; 4 作为 也 的 子 空间 是 列 紧 空 间 ， 当 且 仅 当 4 是 XX 中 的 
列 紧 的 闭 集 ， 于 是 ， 定 理 8.10 有 如 下 推论 
推论 8.11 设 4 是 度量 空间 的 子 集 ， 由 下 列 三 条 等 从 
(1) 4 是 紧 集 
(2) 4 是 列 紧 的 闭 集 ， 
(3) 4 中 任意 序列 {zs} 都 有 在 4 中 收敛 的 子 序列 ， 


于 能 被 的 任 一 有 限 子 族 居 关 相 于 


习题 


1 没 X 是 交角 的 度量 认 间 且 基 是 天 限 条, 划 下 不 是 菇 风 、 

3， 举 俩 说 明定 理 8. 2(2) 的 逆 合 题 不 成 立 , 即 度量 窗 癌 中 的 有 界 闲 集 不 
一 定 是 紧 集 、 

3， 证 明 有 限 多 个 紧 集 的 并 是 紧 集 .， 

4. 证 明 任意 多 个 紧 集 的 交 是 紧 集 . 

5. 证 明 在 % 维 欧 氏 空间 R* 中 ,4 是 列 紧 的 ， 当 且 仅 当 4 是 有 界 的 . 

6， 设 (X,d) 和 (Y, p) 是 两 个 度量 空间 ,FP 是 下 中 的 紧 集 ， 证 明 若 -> 
是 连 续 晓 导 ， 则 耻 必 是 一 致 连续 映射 . 

7. 设 A 是 度 最 空间 (X, 引 中 的 紧 集 ,B 是 中 的 亲信 ANB 一 多, 证明 
the cel 使 得 

d(a, B)=d(4,B)>0.. 
8. 设 4 和 B 都 是 度量 空间 (X, 由 中 的 紧 集 且 4 站 B= 人， 证 明 存在 ae4 
»。93，。 


中 :ee 


以 及 & 使 得 
d (a,b) =d(4,B). 
9. 设 (天 ,4) 是 紧 空 间 , {4 是 下 中 一 列 非 空 的 内 集 且 
A' 坟 AsD…DOA,D…, 


证 明 NN A, 寺 2, 
n=1 


10. 设 (X,4) 是 紧 空 间 ; 上 映射 :XX>X 满足 
da(f (zr), fy)) Ar. y) (x, YERX, zy). 
证 胃 贾 射 了 有 唯一 的 不 动 点 x*E 政 , 即 x* 二 了 (zx*)， 


*§ 9 拓扑 空间 


以 度量 空间 作为 模型 ， 我 们 可 以 再 作 进 一 步 的 抽象 得 到 一 类 
更 一 般 的 空间 一 一 拓扑 空间 ， 由 $2 知 ,任何 一 个 度量 空间 中 的 开 
集 族 名 有 这 样 的 性 质 ; 空 集 和 全 空间 是 开 集 ; 任意 多 个 开 集 的 并 是 
开 集 ; 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 .这 三 条 性 质 可 以 抽象 为 拓扑 空间 
中 的 开 集 族 必须 要 满足 的 三 条 公理 (拓扑 公理 )， 从 而 得 到 拓扑 空 
间 的 定义 ,拓扑 空间 中 有 了 开 集 族 的 结构 ， 就 可 以 仿照 度量 空间 
的 办 法 定义 闭 集 . 邻 域 .内 点 .内 部 、 聚 点 . 导 集 和 闲 包 等 概念 ,同时 
还 可 以 定义 收 部 的 概念 等 现在 ， 拓 站 空间 的 理论 在 泛 孙 分析 和 
其 它 数学 分 支 的 理论 研究 中 是 不 可 缺少 的 工具 ， 我 们 在 本 节 中 对 
拓扑 空间 的 一 些 最 基本 的 概念 和 性 质 作 一 个 粗 酷 的 介绍 ， 读 者 在 
学 习 本 书 时 ， 可 以 略 去 本 节 的 内 容 而 不 会 影响 后 面 内 容 的 学 习 ， 

定义 9.1 设 是非 空 集合 人 的 子 仿 汽 元 素 的 一 个 集 族 ,满足 

(T') XE ,OIED,; 

(T,) 任意 多 个 儿 中 元 素 的 并 仍 是 中 的 元 素 ， 即 车 UE 
F(aED), 则 {VES,; 
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(7T3) ”有 限 多 个 中 元 素 的 交 仍 是 了 中 的 元 素 ， 即 车 UV;E 
(i=1,…,7), 则 站 UES. 


则 夕 称 为 集 上 的 一 个 拓扑 (topology)，( 苹 ， 儿 ) 称 为 拓扑 空间 
(topological space)。， 当 不 会 发 生 误解 时 ,( 关 ，“) 可 简 记 为 《. 
“” 宁 的 元 达 称 为 X 的 开 集 (open set). 
例 1 设 (X,d) 是 度量 空间 ， 在 定义 2.4 的 意义 下 , 半 中 开 集 
的 全 体 为 : 
2F={CCXIG= 呈 ,或 者 当 zECG 时 , 必 存 在 >>0 使 
B(x,7r)CG}. 
容易 验证 ,人 满足 (T1), (7,), (7T，). 于 是 ， 儿 是 站 上 的 拓扑 ( 即 
是 在 定义 9. 1 的 意义 下 驴 的 开 集 的 全 体 )， 这 个 拓扑 多 称 为 由 度 
量 d 导出 的 拓扑 ， 因 此 ， 度 量 空间 可 看 作 一 类 特殊 的 拓扑 空间 ， 
例 2 设 X 是 一 个 集 . 胖 的 全 体 子 集 组 成 的 集 族 
Su= {GIGCX} 
是 三 上 的 拓扑 , 称 为 离散 拓扑 (discrete topology),( 久 ,6) 称 为 
离散 空间 (discrete Space)， 
Fi1= {2X, OO} 
也 是 马上 的 拓扑 , 称 为 紧 连 拓扑 (indiscrete topology) 或 称 为 平凡 
拓扑 (trivial topology), ( 屯 ， 必 ,) 称 为 紧 连 空间 (indiscrete spa- 
ce) 或 平凡 拓扑 空间 (trivial topological space). 
显然 ,离散 空间 有 具有 这 样 的 特征 : (天 , 2) 是 离散 空间 ， 当 且 
仅 当 每 一 个 zxEX, 单 点 集 {z} 是 羡 中 的 开 集 . 
从 例 2 中 可 以 看 到 ， 在 间 一 个 集 X 上 可 以 有 不 同 的 拓扑 、 若 
XX 上 的 拓扑 夕 ! 和 多, 有 包含 关系 FC os 则 称 2 弱 于 (weak- 
ef) 或 粗 于 (coarser) 祖 ,， 或 者 说 之, 强 于 (stronger) 或 细 寺 (finer) 
少 ， 荐 FIC2s 且 ZiD2s， 则 称 乡 ,与 9。 是 一 致 的 或 相等 的 . 
6 5 。 
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在 例 2 中 , 紧 连 拓扑 殊 , 是 世上 最 蝇 的 拓扑 ， 离 散 拓扑 3。 是 和 上 
最 强 的 拓 了 扑 . 

设 ( 和 ,2) 是 拓扑 空间 ， 知 天 于 存在 一 个 度量 qd ,使 得 由 Q 时 
出 的 拓扑 他 与 93 一致, 则 称 ( 互 ,你 ) 是 可 度量 化 的 (metrizable). 
例如 离散 空间 (X, 久 ou) 是 可 度量 化 的 ， 实 际 上 , 令 

0, 若 X= 二 y， . 
| : z dz, D =-} 

Ra 是 X 上 的 度量 (离散 度量 )， 有 a 所 导出 的 拓扑 就 是 离散 拓 站 
je 
设 (X， ) 是 拓扑 空间 , Y 是 也 的 子 集 ， A 

: Sy={UVIVU=GNY,GE?), 
容易 证 明 ( 了 ，2Zr) 和 是 拓扑 空间 .2 称 为 的 相关 拓扑 (relative 
topology), (7 了 ,SYy) 称 为 (XX, 久 ) 的 子 空间 (subspace} 
下 面 ， 在 拓扑 宝 间 ( 民 ， 宁 ) 中 ， 我 们 给 出 一 些 常用 的 术语 的 
一 设 4CX， 若 《的 余 集 4:ES， 则 4 称 为 了 中 的 闲 集 (closed 
Set)， 

设 zxEFC， 车 存在 GE 使 得 xEGCV, 则 VV 称 为 点 x 的 邻 
域 (neighborhood),， 帮 了 是 包含 护 z 的 开 集 ， 则 六 称 为 z 的 开 邻 
域 ,(open neighborhood). 点 xz 的 邻 域 的 金 体 称 为 z 的 邻 域 系 
(neighborhood system), 记 为 对 (z)， 显然， 若 VEM(z), 则 zw 
V; 者 VEM(T) VCU, RUEMCT); 若 VVEMzI RMIN VEMNMCz). 

设 xEAC 芷 . 帮 4E 纲 (7?), 则 后 称 为 和 4 的 内 点 (interior po- 
int)。 的 内 斥 的 全 体 称 为 4 的 内 部 (interio?), 记 为 4?. 可 以 同 
样 地 证 明 ， 定 理 2. 8 的 结论 对 于 拓扑 空间 站 也 二 成 立 的 . 

. 讽 4CX,zE 针 ， 右 对 于 任意 VE 纲 (7) 都 有 A \{z7) 妆 CO; 
则 之 称 为 4 的 聚 点 (accumulation point). ,4 的 豪 点 的 人 金 体 称 为 


4 的 导 集 (derived set), 记 为 4 集 4= AU 4’' 称 为 4 的 闭 包 (ci 
osure). 与 引 理 2. 10 相 类 似 ,7zE4 当 且 仅 当 对 于 任意 了 E% (7) 稳 
有 ANV 关 .并 且 定 理 2. 11 的 结论 (1) 一 一 (4) 对 于 拓 提 空间 也 
古 成 并 的 . 

设 4CXY， 若 4 二 外， 则 称 4 在 也 中 稠密 (dense)， 车 XX 中 有 
一 个 可 数 稠密 的 子 集 ， 则 忌 称 为 是 可 分 的 (separable)， 

例 3 半 ={a,b,c}. 令 : 

S={2, {la}, {0,5,}, X} 

则 (和 ,2) 是 拓扑 空间 ， 由 到 的 定义 可 知 ，{g 是 开 集 ， 但 不 是 所 
集 ; {a} 的 导 集 是 {56,c}, 从 而 {a} 二 于 ,或 者 说 , 集 {a} 在 了 中 稠密 . 

定义 9.2 设 (X,F) 是 拓扑 空间 ! 若 对 于 任意 xz;YEX,sXY， 
存在 UERCr7)，VEN(9) 使 得 VN 站 一作 ， 则 (X， 儿 ) 称 为 Hausdo- 
rff a (Hausdorff space). 1 

度量 空间 是 Hausdoff 空间 , 因为 对 于 任意 相 异 的 两 点 z，Y， 
有 4(z 纺 =?>0, 于 是 大 zw 部) 中 Em x 与 区 的 
且 互 不 相交 

由 定义 容易 证 明 , 在 Hausdorff 空间 中 全 一 外 闻 占 估 夫 电 
闭 集 ， 为 外 ,在 Hausdorff 空间 中 还 有 一 个 重要 的 性 质 ; 收敛 序列 
的 极限 是 唯一 的， 为 此 ， 我 们 先 给 出 访 列 收 久 的 定义 .+ : 

定义 9.3 设 {z,} 是 拓 扣 空间 了 中 的 序列 ,xE 和 XX。 者 对 每 一 个 
ECz) ,存在 正 整 数 广 ,使 得 当 #> 六 时 

mV 

则 称 序列 {zsj 收 敛 于 x(Converges to 2), 记 为 limzn=z 或 zo> 
x， 这 时 , 7 称 为 序列 {x,} 的 粮 限 (limi). 
定理 9. 4， 在 Hausdorf 人 空间 下 中 ， 收 敛 序列 的 极限 是 疏 
一 的 . 
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证 明 设 {xsj 入 中 的 收敛 序列 ,假若 x 一 z，7s 一 y 并 且 
ZX 六 y, 由 于 天 是 Hausdorff 空间 ， 则 存在 UE 了 M(x ), VE 钢 (y), 使 得 
UNV= 人 OO， 因 xs 一 7x, 则 存在 正 整 数 和 ,使 得 zEZ( 二 Ni) 又 央 
Za->2 则 存在 正 整 数 ws 使 得 ziEF(2> Na) 令 N 一 max(V Na)， 
则 当 2 和 时 

rn€EU NV = 0, 
得 到 矛盾 ， 因 此， 只 能 有 x=y.， 

由 于 度量 空间 作为 拓扑 空间 是 Hausdorff 空间 , 因此 , 在 度 时 
空间 中 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 这 表明 , 引 理 4. 2(2) 是 定理 9. 4 
的 特殊 情况 ， 

定义 9.5 设 X,Y 是 两 个 拓 提 空间 ,了 :了 一 了， 给 江 XoEX， 
若 对 于 任意 VE 对 M(f(z0)), 存 在 UEWM(zo), 使 得 (VU)CV, 则 称 上 
在 点 zo 连续 (continuous at a point zo)。 若 映射 了 在 天 的 每 
一 点 部 连续 ， 则 称 了 在 忆 上 是 连续 的 (continuous)， 

对 照 定义 4. 4(1) 及 它 的 等 价 条 件 可 以 看 到 ,定义 9.5 是 定义 
4.4(1) 的 一 个 直接 推广 ， 进一步 ， 在 我 们 考察 映射 了 在 上 连续 
的 特征 时 ,仿照 定理 4.6 的 证 胃 方 法 (只 需要 对 其 中 的 用 请 作 适 当 
的 修改 ， 例 奶 将 开 球 换 为 开 集 ), 可 得 到 下 面 的 定理 ， 其 证明 不 再 
歼 述 、“ z 人 

定理 9.6 设 X 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ;映射 J: 对 -> 了 ， 则 下 列 

(1) 了 是 连续 的 ， 

(2) 对 于 了 中 任意 开 集 C, 广 : (G) 是 和 中 的 开 集 ，_ 

(3) 对 于 了 中 任意 闲 集 丈 , 广 !( 吾 ?是 入 中 的 闲 集 ， 

但 是 , 定理 4.5 不 能 照搬 到 一 般 的 拓扑 空间 中 , 也 就 是 说 ， 有 映 
射 连续 的 特征 不 能 用 序列 的 收敛 来 刻 划 有 具体 地 说 ， 下 面 的 定理 
仅 指 出 映射 有 :> 了 在 后 xX。 连续 的 必要 条 件 ， 但 此 条 件 并 不 
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充分 . 

定理 9.7 设 天 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ， 庆 并 -> 了 .看 了 在 操 
zs 连续 , 则 对 于 XX 中 的 任意 序列 {tzj， 当 zzo( 在 王 中 ) 了 蛙 ， 
必 有 jz 一 (zo) (在 了 中 ). 

证 明 设 {zj} 是 X 中 的 任意 序列 ，z,->ro， 要 证 明 f(z)-~> 
f(zo)， 对 于 任意 的 VE 观 (f (x0)), 由 假设 了 在 点 zo 连续 , 则 存在 
UE 观 (z0), 使 得 f(V)CT. 因 7z, 一 zo, 按 定义 9.5, 存 在 正 整数 入 、 
使 得 当 %> 和 有 时 yx,EZ7。， 从 而 当 ?> 六 时 

f(a)EfF (UICV. 
因此 f(x,)->f (zo). 

需要 指出 ， 此 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 

定义 9.8 设 革 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ，f: 匀 -> 了 Y， 者 中 的 
每 一 个 开 集 G 的 象 1(G) 是 了 中 的 开 集 ， 则 了 称 为 开 映 射 (open 
mapping ). 

显然 ,若是 到 了 的 双 射 , 则 / 是 开 上 映射 , 当 且 仅 当 f 是 
连续 的 。 因 为 当 了 为 双 射 时 ,对 GCZX 有 f(G)=(f71)…1(G). 

定义 9.9 设 半 和 了 是 两 个 拓扑 空间 ，f:X-> 了 . 若 f 是 避 
射 , 并 且 了 和 广 都 是 连续 的 (等 价 地 , 是 双 射 ,连续 和 开 的 ), 则 
了 称 为 下 到 了 的 同 胚 了 喘 射 (homeomorphism )， 

溃 征 在 一 个 折 科 空间 . XX 到 拓扑 空间 了 的 同 胚 映射 , 则 称 互 与 

中 赂 新 厅 结 构 由 全 体 开 集 所 决定 ， 故 当 两 个 抵 
扑 空间 也 和 局 新 时 ,5 可 以 认为 两 个 空间 中 的 拓扑 结构 是 相同 的 . 
因此 , 按 拓 四 的 观点 可 把 两 个 同 胚 的 拓扑 空间 看 作 是 同一 的 . 

由 34 习题 5 知 , 若 两 个 度量 空间 驴 与 了 是 等 距 的 ， 则 在 等 距 

映射 下 也 与 了 是 间 胚 的 ， 


第 三 音 ”测度 与 可 测 函 数 


在 这 一 人 章 和 下 一 - 章 中 ,我 们 将 介绍 ebesgue( 1875- t941) 测 
萎 与 Lebesgue 积分 的 理论 . : . - 

早 在 士 九 世纪 时 ， 数学 家 们 就 已 经 认 刘 {到 Riemann {1826- 
1866) 积 分 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 很 大 的 局 限 性 ,; 因此 , 在 必要 建 . 
立 具 有 应 用 范围 更 广 的 新 的 程 分 理论 ， 而 不 同 的 积分 理论 ， 总 是 
建立 在 不 同 的 测度 理论 的 基础 之 下 的 ， 在 1898 年 Borel 建 立 了 - 
肛 中 点 集 (Borel 集 ) 的 测度 理论 ， 稍 后 ，Lebesgue 在 1902 年 又 
提出 了 Lebesgue 测度 ， 后 来 Carathdodory 在 1918 年 左右 又 深 
入 地 研究 了 外 测度 的 性 质 ,使 测度 理 论 有 了 较 快 的 发 展 , 

今天 ， 测度 理论 及 其 方法 在 近代 分 析 ， 拭 率 论 以 及 一 些 其 他 学 
科 领 域 中 ,已 经 成 了 不 可 马 少 的 工具 . 

在 本 章 里 ,我 们 要 重点 讨论 Lebesgue 测度 与 可 测 函数 两 个 问 
题 ， 为 了 便于 理解 ， 我 们 将 重点 讨论 数 直 线 R 中 集合 的 Lebesgue 
测度 ， 2 并 基 上 定义 的 可 测 晴 数 ， 有 关 的 性 质 和 结论 不 难 推广 到 
下 "中 去 . re 


§ 1 点 集 的 Lebesgue 测度 


建立 Lebesgue 积分 ， 省 先 要 解决 的 问题 是 如 何 定 - 久 闵 点 集 的 
Lebesgue 测度 ， 我 们 知道 ， 数 直线 及 上 的 一 个 区 间 的 长 度 是 读 
区 间 两 个 端点 的 值 之 差 的 绝对 值 ， 对 于 R 上 的 一 般 点 集 ; 我们 将 
制定 一 种 相应 于 “长 度 ” 的 度量 办 法 来 度量 点 集 ， 这 就 是 所 谓 点 集 
的 测度 ， 深 入 一 步 讲 , 测度 是 一 个 集 函 数 m， 对 于 菜 一 由 R 的 子 


DO， 


集 构 成 的 集 族 中 的 每 一 个 集 石 ， 对 应 了 一 个 广义 实 数值 mB( 即 
mB 可 以 是 有 限 或 无 穷 )， 点 集 可 以 有 多 种 不 同类 型 的 测度 ， 最 
急 , 人们 希望 能 够 在 及 上 建立 这 样 一 A m， 它 能 满足 如 下 的 

(1) 测度 pe 也 就 是 说 , 若 工 表示 如 
下 形式 的 区 间 : (a, 5),[La,5), (4a,5j,[a,5j( 这 里 a 二 5), 那 末了 的 
测度 就 是 区 间 . 了 的 长 度 5 一 a, 即 

ml=b—a. 
(2) 测度 m 具 有 可 数 可 加 性 . 即 若 {B,} (n= 2，…) 表示 及 


中 一 列 互 不 相交 的 集合 , 每 一 个 已 已 有 了 测度 mB,, 则 U B, 也 有 


测度 | U Bj), 且 


| U = SmB， 
(3) 测度 m 具有 平移 不 变性 , 也 就 是 说 ， 若 ECR 已 有 了 六 
度 mBZ, 对 于 取 定 的 yER 民 , 令 
E+y={z+y|zEE} 
《E+y 是 巴 的 平移 ), 则 m(E+Yy) -= mE. 
(4) R 的 每 一 个 子 集 瑟 都 具有 测度 mB. 
但 是 , 人 们 发 现 RR 上 的 测度 w 同 时 满足 上 述 四 个 条 件 的 要 求 
是 不 能 实现 的 ， 或 者 说 及 上 不 存在 这 样 的 集 函 数 m 同时 满足 上 
述 四 个 条 件 ( 严 格 的 证 明 已 超出 了 本 书 的 范围 )、 因 此 ， 四 个 条 件 
中 必须 减弱 某 一 个 条 件 ， 为 了 具有 更 广 的 适用 性 ， 我 们 保留 前 三 
个 条 件 ,而 减弱 条 件 (4), 即 并 不 保证 使 每 一 个 R 的 子 集 都 具有 测 
度 ， 这 种 测度 就 是 下 面 我 们 所 要 计 论 的 Lebesgue 测度 ， 它 虽然 
* OF * 
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有 这 一 点 不 足 ,但 是 我 们 可 以 看 到 ， 仍 有 相当 多 的 集合 具有 测度 . 
例如 民 中 的 开 集 五 , 它 可 以 表示 为 互 不 相交 的 构 威 区 间 {7 中 之 并 ， 


寻 瑟 = [Ii( 为 正 整数 或 co)， 由 可 数 可 加 性 , 有 


mb 一 Dj ml;. 
k=1 


下 面 我 们 来 建立 点 集 的 Lebesgue 测度 ， 我 们 先 介 绍 点 集 的 
外 测度 ， 开 区 间 工 的 长 度 仍 用 记号 17| 来 表示 . 

定义 1.1 设 ECR. 对 于 每 一 列 得 盖 的 下 区 间 {L}Q 可 
以 得 到 各 开 区 间 长 庆 的 和 之 , | 天 |.( 此 和 数 可 以 是 一 个 非 负 实数 ， 


也 可 以 等 于 十 co, 它 是 由 这 一 列 开 区 间 唯 一 确定 的 . ) 所 有 的 和 数 
组 成 的 集合 是 下 方 有 界 的 ， 故 存在 下 确 界 . 我 们 称 这 个 下 确 界 为 
E 的 Lebesgue 外 测度 (Lebesgue outer measure) ,或 简称 为 五 的 
外 测度 , 记 为 ms 及 , 即 


m*E =inf 2 I | gcU 1 


外 测度 具有 以 下 三 条 性 质 : 
(1) 对 任意 的 集 召 , 均 有 m*B 之 0， 当 为 空 集 时 ， 有 m*5= 


(2) 车 4B 两 集 满足 4CB, 则 有 m*4<m*B( 单 调 性 ). 
(3) 设 {4,) (n= 1,2， 0) 为 R 中 的 一 列 集 ， 则 


of U 4 人 习 ws 《次 可 数 可 加 性 ). 


QD 履 盖 已 的 一 列 开 区 间 {7s 可 以 包含 有 限 个 开 区 间 ， 也 可 以 包含 可 数 个 开 区 
间 ， 这 样 ,我 们 用 符号 U1， 表示 这 一 列 ( 含 有 有 限 多 个 或 可 数 多 个 ) 开 区 间 {7:} 之 并 ， 


用 符号 17" 表示 这 一 列 开 区 间 的 长 度 之 和 
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性 质 (1) 是 显然 成 立 的 ， 下 面 我 们 给 出 性 质 (2) 与 性 质 (3) 的 
证 明 . 

性 质 (2) 的 证 明 由 于 4CB， 故 任意 一 列 覆 盖 B 的 开 区 间 
m* A > ， 中 


:因此 


mA<inf) > Il| Bc 1 1 =m°B 
性 质 (3) 的 证 明 任 给 :>>0， 由 外 测度 的 定义 , 对 每 一 个 %， 
都 有 一 列 开 区 间 7 名 ,1 外,，… 使 4:C 【jj 7 名 ,县 


2 1 lSm*4, 十 高 


7。 
我 们 有 
U4c U U 7 ， 
并 且 
"(U4 js <HEur<E(" *A, 十 
= Smid,te. 
出 的 任 者 性 ， 我 们 得 到 
人 4 En 


例 1 设 石 为 [0, 1] 中 的 全 体 有 理 数 集合 , 则 ms 有 一 0 


"103 。 


i i 


证 明 设 ={71,7,…,7,,…}， 对 任意 的 >0, 令 


1,=(7 n 一 To n 十 2 《 1,2,.°°), 


则 |7| = 去, 且 BC 了 7. 由 外 测度 的 定义 ,有 


由 的 任意 性 ,我 们 得 到 m*E=0. 
运用 上 面 的 方法 , 我 们 同样 可 以 证 明 : 对 于 R 中 的 任何 一 个 
可 数 集合 或 有 限 集合 轧 均 有 m*=0. 
例 2 区 间 了 的 外 测度 m*I=|11|. 
证 明 (1) 设 1=[a,5j] 为 团 区 间 . 


对 任意 的 之 0, 由 于 开 区 间 (a 一 所 ,5 十 名) 包含 了 Ca, 6], 则 
m*[a,5]<<|(o 一 各 ,5+ 扫 ) ~b_ate. 


由 。 的 任意 性 , 我们 得 到 
ma,b ob—a. 
另 一 方面 ,车 {1,)} 是 任意 的 一 列 种 盖 [o,5] 的 开 区 间 , 由 于 [a， 
5] 是 紧 集 , 则 {1;} 有 有 限 子 族 覆 盖 Fa,5]， 设 其 为 = {7 I，，…， 


I}, 即 [a, 5]C | 14， 对 于 点 4, 必 有 某 一 个 1 包含 了 a， 我 们 记 


这 个 开 区 间 为 (a1, 821), 即 ql<a<51/， 对 于 bs 者 b&b, 则 必 有 
(a2,02)Eh, 使 得 8.E(q2,0;), 即 4a, 二 5, 一 5;:， 按 照 这 个 方法 继续 下 
去 ,由 于 如 是 有 限于 族 ,， 则 上 述 步 最 进行 到 有 了 服 次 ( 设 为 上 次) 之 
后 ,我 们 从 h 中 更 出 了 天 个 开 区 间 (c 2 (as,5;) 满 足 

(1) ar<bi1<b, (i=2,3,.,h). : 
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(ii) 最 后 选 出 的 开 区 间 (az, 5i) 包 含 了 5b, 即 aw<5<b, 于 是 
之 | 人 (air0i) | = (bi —ax) 十 (5 一 ww 十 十 (0 一 40) 


一 (er 一 六 0 ) 一 41 
、 

记 b—a. 

所 以 
m*[a, b]=inf {211,| [Ca, DC U1,}>06—a, 
因此 我 们 得 到 | | 
: m*[a,b]=6b—a. 
“(2) 设 了 为 任意 区 间 

对 于 任意 的 e>0, 存在 闭 区 间 1， 使 得 并 cL, 且 有 |> 
ITI—e. 若 记 了 为 7 的 闲 包 ， 于 是 由 (1) 可 得 / : 

1 一 e 之 = 了 <m*T 过 m*7=17|=17]， 这 样 ,对 任意 
由 e206 有 | 1 :同仁 要 
: ecm*I<I7. 

因 上 中 ” 
m*I=|1|,. 

由 例 1 与 例 2 容易 推 知 式 司 [0, ij 是 不 可 数 集 . 

外 测度 可 以 看 作 区 间 长 度 概念 的 扩充 ， 它 的 优点 在 于 对 每 一 
企及 中 的 集合 , 皆 具 有 外 测度 ， 但 是 它 不 满足 有 限 可 加 性 和 下 可 数 
可 加 性 ， 因 此 我 们 项 望 在 外 副 度 的 基础 上 建 芯 一 个 具有 可 数 可 加 
性 的 测度 ， 一 个 想法 是 在 RR 的 全 体 子 集 组 域 的 集 族 儿 (及 ) 中 , 按 
照 一 定 的 条 件 选 出 R 的 “相当 多 ”的 子 集 ,在 由 这 些 子 集 组 成 的 集 
族 终 (CZ(R)) 上 ,定义 集合 的 测度 就 是 它 的 外 测度 ， 这 样 , 我 们 
的 问题 归结 为 ， 在 什么 条 件 下 选 出 的 集 族 叙 上 的 测度 满足 可 数 可 
加 性 ? 

e 1O% 。 
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考虑 8C 有 ,对 任意 的 了 CR, 有 

E)U TNE°), 
即 了 可 以 表示 为 两 个 互 不 相交 的 集合 TNB 与 TN 站 吉之 并 ， 这 使 
我 们 想到 , 如 厅 记 满足 训 轴 储 丽 要 求 ,我 们 守 求 的 条 件 应 该 是 


mT=m TBE) + m TB’). 


由 此 我 们 得 到 如 下 的 定义 ， 
定义 1.2 设 ECR, 若 对 任意 的 7CR, 皆 有 
(1.1) mT~—=m*(TNE)+mTNE'). 
则 称 是 Lekhssgue 可 测 集 (Lebesgue measurable set)， 简称 
为 工 可 测 集 或 可 测 集 , 当 为 可 测 集 时 , 称 m* 刀 为 的 Lebesgn 
副 度 , 简称 为 工 测度 或 测度 (measure)， 记 为 m8, 即 m*E=mE. 
在 定 义 12 中 , (1.1) 式 称 为 Carathéodory 判别 法 则 或 Carat- 
héodory 条 件 ， 它 似乎 不 具有 直观 性 ， 初学 的 读者 不 容 易 一 下 理 
解 它 的 实质 ， 只 有 经 过 深入 的 研究 和 推 让 之 后 ， 才 能 知道 这 样 定 
义 的 测度 的 确 包 含 了 R 中 的 “相当 多 ”的 子 集 并 且 满 足 可 数 可 加 
性 ，( 匈 下 一 节 的 定理 2.7 和 定理 2.17) 网 时 也 就 证 实 了 按 我 
们 的 设想 给 出 的 这 个 定义 的 合理 性 , 
由 定义 1.2 容易 看 出 , 数 直线 RR 与 空 集 均 是 可 测 的 ， 
习 题 
1 车 局 为 [0 中 无 再 数 构成 的 信人 ,证 明 ; 
m*p, =1. 
2， 车 Mr*4 一 0, 则 对 任意 的 集 B, 必 有 m* (4(B) 一 my. 
3. 车 妃 为 有 界 集 , 则 必 有 mx* 妞 一 十 oo。 
4. :车 1+ 且 ,一 0( 一 1 2 …)， 且 也 一 U 万,, 则 有 m* 二 0. 


+ 二 1 
5. 设 加 * 思 >0, 问 妃 中 是 否 必定 含有 区 间 ? 试 举例 说 明 . i 
6， 设 畏 是 民 二 的 有 界 集合 ,车 m*B 二 p>>0， 则 对 于 任何 满足 pre 
的 正 数 , 必 有 CE, 使 m*&,=g. 
e Jj006* 


§ < 可 测 集 的 性 质 


在 上 一 节 里 ,我 们 在 民 中 引入 了 测度 的 概念 ,并 且 给 出 了 集 E 
可 副 的 定义 -一 -定义 1.2. 下 面 我 们 来 讨论 可 测 集 的 性 质 、 在 本 
节 中 , 民 为 基本 集 , 而 及 的 子 集 百 的 余 集 8° 二 R\E. 

定理 2.1 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 集合 4 和 
B, 若 ACB 有 自 BCE°, 则 

m*(AUB)=m*4+m*B. 

证 明 必要 性 ， 设 有 是 可 测 集 ,由 定义 1 2 知 对 任意 的 集 7， 
狂 有 mm*T=m*(TNEB) 二 m*(TNE)， 若 ACBE, 朋 BCE’; 则 .BN 
FANE =07, 今 T=A4UB, 从 而 

TNE=:(ANE)U (BNE)= 
TNE:=(ANE°)U (BNE°)=B. 


m*(AUB)=mT=m* (TNE)+m*TN EB) 
=Mm*Am*B, 
充分 性 ， 对 任意 的 集 T, 令 4=TNE, B=TNB*， 则 4CB， 
BCE', HH AUB=(TfNNB)U(TNE)=T. 故 
mT=m (AUB)=m*A+m*B 
=m*TNE)+m* TNE’). 
由 此 可 知 8 可 测 . 品 
”定理 2.2 8 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 它 的 余 集 杰 是 可 测 


证 明 必要 性 .如 果 百 是 可 测 集 ,由 定义 1.2 对 任意 的 集合 
TT, 有 
(2. 1) mT=m*(TNE)+m*TNE')., 


* JO7 。 


二 


但 十 
(2.2) mTNEmTNED)=m (TNE) -tm* TN (BE ). 
由 (2. 1 与 (2.2) 式 知 对 任意 的 集 全 ,部 有 
(2. 3) mT=m*(TNE)+m* TN EB)"). 
出 定义 1.2 知 集 8° 可 测 . z 
充分 性 ， 设 所 可 测 , 那 末 对 任意 的 集 T，(2. 3) 式 成 立 ， 注 意 
到 (2.2) 式 ,我 们 得 到 (2. 1) 式 成 立 ， 由 定义 1.2 知 为 可 测 集 .中 
定理 2.3 若 , 与 8, 是 可 测 集 , 则 BU Bs 也 是 可 测 集 ， 且 当 
Bf18,= 二 人 时 ,对 任意 的 集 T 结 有 
: m*[TN (BIUE)]=m*(TNE)+m* (TNE,). 
证 明 我们 先 来 证 明 忆 ,UU 召 , 是 可 测 集 ， 由 于 思 ， et 
对 任意 的 集 全 , 有 
(2. 4) mT=m*(TNB)+m TNED). 
又 由 于 ,是 可 测 集 , 故 
mTNED)=m TNE) NB + mL TN EE) NE:]. 
把 此 式 代 入 (2.4) 式 得 到 
(2.5) mm*T=m*(TNE)+m*E TN E:) NE,] 
: +m [LTHNE) NE) 
—m" (TNED)+m LT EB) (NE, 
十 到 [TN(B UE,)°]. 
由 于 加 /可 测 , 且 了 NECE, TNEB4) 站 B,CEBi, 从 定理 2. 1 知 
(2. 6) m*(TNE)+m*CTNEI) NE,] 
=m [TN (BU(E NE,)] 
=m*[L7TNN (BUE.,)]. 
把 (2.6) 式 代入 (2.5) 式 得 到 
mT=m [TN EUE) Hm [TN EB UE,)°]. 
于 是 我 们 证 得 吾 , UB, 是 可 测 的 , 
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其 次 , 由 于 百 ,, 记 都 是 可 测 集 , 并且 当 BME 二 人 @ 时 ， 对 于 任 

意 的 集 卫 ,有 PNMB,CE,,TNBsCB', 由 定理 2.1 得 

mTN CB UE,) =m*[ (7T NN 及 DU TO b,) | 
=m*(TNE)+m* TNE,). [ 


推论 2.4 车 已 G= 1,2,…,m) 为 可 测 集 ， 则 Us 也 是 可 测 

集 ,并 且 当 BNE;=@(Cij,j=1,2,…,n) 时 ,对 任意 的 集 名 有 
"(na)- Sm arng z 

:特别 地 , 当 了 = 及 时 ,由 上 式 得 到 


| U 5j- 袜 nz， (有 限 可 加 性 )， 


定理 2.5 应 了 ,8 是 可 测 集 , 则 允 ; 门 互 :也 是 可 测 集 . 

证 明 因 (8， [18,)°=E1 UBs, 由 定理 2.2 知 Bi 和 都 是 可 
测 集 ， 又 由 定理 2. 3 知 UB& 也 是 可 测 集 ， 故 (B81 由,)" 是 可 测 
集 ， 再 由 定理 2. 2,8, 门 ,是 可 测 集 ， 中 

定理 2.6 若 忆 ,8 是 可 测 集 , 则 恕 N\Bs 也 是 可 测 集 . 

证 明 由 于 媚 ,,, 是 可 测 集 ， 由 定理 2. 2 知 允 8 是 可 测 集 ， 再 
由 定理 2. 知 导 站 2 也 是 可 测 集 ， 但 是 由 于 ,站 5 一 BiNE。, 故 
心 N8: 是 可 测 集 ， 昌 


定理 2.7 设 {B,} (=12,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 [] B, 是 可 
测 集 , 且 


* J ， 


(2.7) "(Da Bm. 

若 和 8,} 是 一 列 两 呐 耻 不 相交 的 可 浏 集 , 则 

(2.8) "(Ds )-Sm, (可 数 可 加 性 ). 
证 明 (1) 设 {B,} 是 一 列 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 ， 我 们 首先 


证 明 如 : 是 可 测 集 , 且 (2.8) 式 成 立 ， 由 推论 2.4 知 , 任 给 正 整 数 


", UF ;都 是 可 测 集 , 并 且 对 任意 的 集 7 
"| TN U 5 >’ mTNNE,). 
于 是 


mo TN U 6) "| rn U a ) 


n YY 
= >, m*(TNE,) 十 "|( zi U a 


> 3 m*(TNBE,)+m* nl 本 ) 


上 面 最 后 一 个 式 子 成 立 是 由 于 外 测度 的 单调 峰 的 缘故 ， 令 Y 一 
”co, 则 有 


(2.9) m*T> Dm* (TNE) 十 各 rn( U s) ) 
对 (2.9) 式 右 强 第 一 项 应 用 外 测度 的 次 可 数 可 护 轩 ,我 和 二 副 
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因此 


mT = ~"( TN Us "| rn Da ) : 
t=1 i=1 


这 就 证 明了 8; 是 可 测 集 . 
在 (2， 9) 式 中 ， 当 了 = (Uj EE 时, TNE,=b,, 改 


另 一 方面 ,由 外 测度 的 次 可 数 可 加 性 , 又 有 
(Use 
因此 (2.8) 式 成 立 . 
(2) 设 {B} 是 一 列 可 测 集 ， 我 们 可 以 把 | 到 表示 为 如 下 的 
两 两 互 不 相交 的 可 测 集 和 
By BAB, es- 
之 并 , 若 令 本 = 人 , 则 有 


e。 了 7 了 。 


四 


Li 


二 ， mt 、i=0 


由 推论 2.4. 定 理 2.6 及 (1) 中 的 证 明知 [ 5, 可 济 ， 再 由 外 测度 
的 次 可 数 可 加 性 ,得 到 (2. 7) 式 成 立 . 0 

定理 2.8 设 {8,} (i 二 1, ,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 Ns 也 恕 
可 测 集 ， 

证 明 | is) 一 Uz, 应 用 定 理 2.2 及 定理 2.7 立 


即 得 证 .1 、 
定理 2.9 (1) 设 {B,} (i 二 1,2;…) 是 一 到 递增 的 可 测 集 , 即 
ECECHCECu, | 四 


则 名 = UU 5 是 可 测 集 
mB =—limmBo, 
(2) 设 { 仍 ,} (i =1,2,…) 是 一 列 递减 的 可 测 集 , 即 
EDB, DIOBE,D…, 
则 如 == 几 是 可 测 集 ， 且 当 和 及 < 十 cc 时 ， 
mB =limmEn. 


证 明 (1) 令 ,== 儿 . 阳 可 表示 为 
B=BEU (ENED)U (BNE) UU (BANE,-1) UU 
* ji12°* 


= U (BM\E..,), 
其 中 { 吾 N\ 吾 ; -由 是 一 列 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 , 应 用 定理 2. 7 得 到 


mb 一 Sn (Bi\B;- 1) lim Sm(BNBI,) 
i=1 | 
一 jinm 史 U (NE) ) -amng， 
入 09 : 联 一 汪 | sh 


(2) 因为 仍 ,} 递减 ,所 以 {BN\B,} 递增 ， 由 于 = 人 原 ， 
(1) 的 证 明 , 有 : 
(2.10) limm(BINB，) | U Ee) -we 


易 见 
mEi=mE+m(E\E), 
mE =mE,. + m(EN\E,). 
| mB,<+o0, 则 ml(EBN\E) =mB.—mBE, mEN\E,)=mE.,— 
十 是 由 (2. 10) 式 得 到 / 
mE— mBE = lim (mb —mE,) = mB ,limmE,. 


mb =limmb,. 站 


必须 注意 的 是 在 定理 2.9(2) 中 ,条 件 m8 二 十 co 是 不 可 少 的 . 
如 果 去 掉 这 个 条 件 , 则 此 命题 便 不 再 成 立 . 

上 上 面 我 们 讨论 了 可 剖 集 的 一 些 性 质 . 但 是 我 们 还 没有 讨论 哪 
些 集 是 可 测 的 ， 下面 我 们 就 来 讨论 这 些 问 题 . 

定理 2.10 区 间 (o, 十 cc) 是 可 测 集 , 
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nt 


证 明 设 全 是 任意 一 集 , 令 41=TN (qa, 十 00),4; 二 TN (一 0%0， 
a], 我 们 只 需 证 明 m* 了 了 =m*41 十 m*4s， 因 为 显然 有 m*T 过 
Mi 4 十 4。 改 只 须 证 明 
(2.11) m*Al+m*As<m*T. 

者 m* 了 二 十 00, 则 (2. 11) 式 当然 成 立 ， 现 设 ;之 十 co， 由 
外 测度 的 定义 ,对 任意 的 。>0, 有 一 列 禾 姜 了 的 开 区 间 {1,}, 使 得 


jl<m*T +e, 


令 1 二 Ts 们 (a, 十 00),75 二 1 们 ( 一 00,9j 则 5 与 1% 也 是 区 间 (或 
者 . 圭 空 集 ), 并 且 

[1s 一 |7a| 十 74| =m* Ts + m* Ts. 
由 于 4CUZ 及 4CU7 我 们 有 


md [ 1 Em 


"asm U ‘< Sm*1s. 
攻 六 


于 是 
m*Ait+ m*As< > (mT + m* ls) 


< oT 
人 


之 MM* 人 十 


由 e 的 任意 性 ,得 到 (2. 11) 式 ， 

推论 2.11 (1) 区 则 [a, 十 co) (一 co, 0) (一 co，4] 缘 为 可 
而 集 . 

(2) 者 区 间 7==(a,5)( 或 1=[a,86),1==(a,6].T=[a,6j. 这 
里 4a<B5), 则 了 是 可 测 集 , 且 有 m1 = 二 6 一 a. 
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证 明 (1) [es +o0) = 站 (ce 二 +e) 由 定 理 2. 10 


及 定理 2. 8 知 [a, 十 co) 是 可 测 集 ， 而 (一 coya) 与 (一 oo,g] 分 别 是 
[a, 十 00) 与 (a; 十 oo) 的 余 集 , 故 它 们 也 是 可 测 集 . 
(2) 因为 (o, 思 一 (一 co,b) 门 (6， 二 co)。、 所 以 (c， 切 是 可 测 
集 同 理 , 所 有 的 区 间 7 皆 为 可 测 集 . 并 且 由 $ 中 例 2 知道 : 
147 一 和 2*7 一 一 0 一 4. | 
推论 2. 12 ”及 中 的 开 集 与 闭 集 皆 为 可 测 集 . 加 
证 明 因为 R 中 的 开 集 可 以 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 
开 区 间 之 并 , 所 以 开 集 名 为 可 测 集 ， 而 R 中 的 闭 集 下 是 开 集 的 
余 集 ， 即 有 = (FF)‘， 故 知 R 中 的 闭 集 亦 为 可 测 集 ， 0 
定理 2. 13 若 m*B8 二 0, 刚 5 是 可 测 集 : 且 mE=m*=0. 
证 明 设 了 是 任意 的 一 集 ,由 于 了 NECB. 由 
0<m*TNE) SmBE=0, 
可 得 | 
m*(T NE)=0. / 
又 由 了 TECT, 邦 和 
mT mT NE) me TB) Fm* (Tf Ee). 
由 外 测度 的 次 可 加 性 知 ， 相反 的 不 等 式 成 立 因此 百 是 可 测 集 . 
有 mB = m*E =0. |. 
当 m= 二 0 时 ， 我 们 称 为 零 测度 集 (Set of measure zero). 
由 $1 中 的 例 1 可知，R 中 的 有 限 集 或 可 数 集 都 是 堆 测度 集 ， 但 
是 零 测度 集 并 不 只 是 有 限 集 或 可 数 集 . 
倒 1 若 下 为 Cantor 闭 集 ,Go=[0,1]\F (于 是 Go 为 开 集 )， 
删 有 m=0. 
事实 上 ,因为 mGo 一 诗 + 闻 + 第 … 十 357 十 …=1， 所 以 
了 9 e 


人 


mf =1—mGo=1—1=0. : 
例 1 说 明了 基数 为 的 点 集 了 ,其 测度 也 可 以 为 零 . 
对 于 有 界 可 测 集 已 来 讲 , 总 有 m 有 一 十 co 车 殖 为 无 界 可 测 
集 , 则 其 测度 既 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 + ceo， 例如 全 体 实 数 的 集 
合 RRR, 就 有 mR 民 R= 十 oo; 而 全 体 有 理 数 的 集合 Q, 全 体 整 数 的 集合 
乙 , 虽然 都 是 无 界 集 , 它们 的 测度 却 是 零 。 
定义 2. 14 若 集合 G 可 以 表示 为 一 列 开 集 {Q1} (i = 2,.…) 


的 交集 ， 即 G = 门 9,， 则 称 G 为 0, 型 集 (0,-seD)， 车 集合 可 


以 表示 为 一 列 闲 集 {P:} (i =1,2,…) 的 并 集 , 即 了 = [Po 则 称 P 


为 下. 型 集 ，(F,-set). 

定义 2.15 ”由 开 集 出 发 ， 凡 是 用 取 余 集 、 到 有 限 或 可 数 个 集 
的 并 或 交 而 得 到 的 集 , 称 为 Borel 集 (Borel set). 

为 了 便于 读者 更 好 地 理解 Borel 集 的 实质 ， 我 们 介绍 一 个 更 
一 般 的 术语 . 

定义 2.16 设 了 是 一 集 , .是 由 下 的 子 集 组 成 的 集 族 ， 若 .x 
具有 如 下 的 性 质 : 

(11)》 -大 E ab， 

(2) 若 AEwy, 则 A'E.A (这 里 A°=X\A). 


(3) 车 4,E (n=1,2,…)， 则 中 4E。 
则 称 必 是 耳 中 的 一 个 o -代数 (c de \ 

当 愉 是 中 的 一 个 o -代数 时 ,我 们 容易 得 到 如 下 的 结论 : 

人 ZEA; .中 有 限 个 元 的 并 仍 在 .ff 中 ; 地 中 有 限 个 或 可 数 个 
元 的 交 仍 在 .x 中 ; .中 两 个 元 的 差 仍 在 .sg 中 . 


了 了 76。， 


若 安 是 由 蔷 的 子 集 组 成 的 任 一 集 族 ， 令 
Q= {| 是 于 中 的 0 -代数 且 C.). 
由 于 X 的 全 体 子 集 组 成 的 集 族 安 ( 和 ) 是 包含 灾 的 0- 代 数 ， 故 
(OG. 令 
=N {AXEn), 

则 FCAd*， 并 且 容 易 验 证 sb* 是 一 个 -代数 ， 因 此 ，.b* 是 包 
含 F 的 最 小 0- 代数 ， 这 时 ， 我 们 也 称 sg* 是 由 哆 生成 的 c- 代 
数 (c-algebra generated by 多 ). z 

回 到 本 节 的 讨论 中 来 ， 我 们 用 9 表示 及 中 所 有 开 集 的 全 
体 ， 用 地 表示 R 中 所 有 Borel 集 的 全 体 . 可 就 是 由 23. 生 
成 的 gc- 代数 . 

开 集 ， 闭 集 、 G, 集 和 过 。 集 都 是 Borel 集 . 
并 且 有 如 下 的 结 

定理 2. 17 R 中 的 Borel 集 都 是 可 测 集 . 

从 上 面 的 讨论 知道 ，R 中 的 Lebesgue 可 测 集 的 全 体 包含 了 
所 有 的 Borel 集 ， 接 着 , 我 们 应 当 考虑 如 下 的 问题 ;除了 Borel 集 
外 ,是否 还 有 其 它 的 可 测 集 ? 或 者 说 Lebesgue 可 测 集 的 全 体 , 除 
了 所 有 的 Borel 集 之 外 还 包含 一 些 什么 样 的 集 ? 定理 2. 18 给 出 
了 回答 . 

定理 2.18 设 刀 是 一 个 给 定 的 集 , 则 下 列 结论 等 价 

(a) 五 是 可 测 集 ; 

(b) 对 任意 的 :0, 存在 开 集 CG， 使 得 GD 及， 且 m*(G\E) 
< z 
(c) 对 任意 的 。 汪 0， 存 在 闭 集 使 得 FCE， 且 m*(E\F) 
< 2， 

(d) 存在 G, 型 集 G, 使 得 GB, 且 m*(G\E)=0. 

(e) 存在 型 集 , 使 得 FCE, 日 m*(E\F) =0. 


as 了 7。 


二 。 i i 
Cte i “PL er bE = Ht lh 9 pe. 1 Td 和 一 ab a 


证 明 (a) 二 (Bb); 先 设 mi" 有 < 十 co， 由 外 测度 的 定义 ， 存 在 


一 列 开 区 间 {11})， 使 得 Uj 7.8, 且 
S11 一 mxB 二 e， 
令 G= 四 了, 则 G 为 开 集 ,4 刁 E, 且 


mbm*G< Dm*1, ~ > 1 7 ,| <m*E+te. 


下 由 所 设 m*8 过 十 可 得 m*G<m*E-+e 过 十 co, 因此 m*G 一 m* 思 
二 ;从 而 z 
m*(G\BE)<e. 

其 次 , 设 m*8= 十 co, 这 时 思 必 为 无 界 集 , 但 它 总 可 以 表示 成 


可 数 个 互 不 相交 的 有 界 可 测 集 的 并 : = [j BCm*B,<- + co). 对 
每 一 个 及 应 用 上 面 的 结果 ,可 以 找到 开 集 C, 二 局 ， 使 C, 满足 条 


件 m*(G,\E,) 一 pa 


令 G= U 0 则 G 为 开 集 ，GD， 且 


G\B-=: Uen\U ECU (GA\L,). 


办 此 
m*(G\B) < Sm*(G,\B,) <e. 


”了 了 和。 


(>(d); 取 e= 二 (n=1,2,…)， 由 (b) 知 存在 开 集 Gu 


有 ,使 m*(GANB)< 二 令 G= 门 6， 则 G 为 Cs 型 集 GB, 上 且 


m* (G\B) <m*(0,\E) < (n= 1,2, 0 ). 


m*(G\B)=0. z 

(d) 二 (a): 设 存在 G, 型 集 G, 使 得 GB, 且 m*(G\B) =0. 而 
G 与 人 \B 均 为 可 测 集 , 克 =G\(G\B) 是 可 测 集 . 

(a)=>(e); 设 召 是 可 测 集 ， 故 8° 亦 为 可 测 集 ， 由 于 (a) 成 立 
已 推出 (b) 成 立 ， 故 对 任意 的 。 二 0， 存 在 开 集 G， 使 GB*， 且 
m(G\8°) 二 e， 注意 到 

G\B°=GNE=E\G". 

令 隔 =G*, 则 了 为 团 集 ,有 日 fCE.， 因此 
| m(B\F)=m(O\B°) <e. 

“(ce) 二 (e); 对 任 意 的 正 整 数 x 由 (0) 知 存在 用 集合 CE, 
且 有 


1 
?nm (B\Fn) <—. 
令 下 二 [| PF,, 则 下 为 ,型 集 . FCE, 且 


m*(E\F) :- m*( 人 (E\F,) )<m* (B\F,) <=. 
故 有 
m*(E\F)=0., 
(e) 二 (a)， 设 存在 7 型 集 8 ,使 fFCE， 且 有 m*(E\F)==0. 
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而 妃 与 了 NB 均 为 可 测 集 ， 故 如 = (BNP)UZ 是 可 测 集 ， 0 

定理 2, 18 表明 : 任何 一 个 Lebesgue 可 测 集 巨 都 可 以 表示 
为 B= 二 ON\N 或 如 =FUN 的 形式 ， 其 中 G 是 G, 型 集 、 下 是 了 ,型 
集 , 入 是 零 测度 集 ， 或 者 说 ， 任 何 一 个 Lebesgue 可 测 集 是 一 个 
Borel 集 与 零 测度 集 之 差 ， 同 时 它 又 是 一 个 Borel 集 与 零 测 度 集 
之 并 . 

我 们 用 记号 多 (R) 表 示 所 有 及 的 子 集 组 成 的 集 族 ， 儿 表示 
R 中 的 Lebesgue 可 测 集 的 全 体 组 成 的 集 族 ,5 表示 R 中 的 Bo- 
rel 集 的 全 体 组 成 的 集 族 ， 从 上 面 的 讨论 已 经 看 到 ， 儿 中 包含 了 
R 的 “相当 多 ”的 子 集 ， 但 是 我 们 还 应 当 指 出 下 面 丙 点 ; 

(1) 和 生 (R), 或 者 说 在 R 中 Lebesgue 不 可 测 集 是 存在 
的 ， 实 际 上 , 对 于 任何 一 个 具有 正 测 度 的 可 测 集 如 (m0), 应 用 
选择 公理 可 以 构造 出 一 个 含 于 五 的 Lebesgue 不 可 测 集 、Lebes- 
gue 不 可 测 集 通 常 被 用 来 构造 某 些 反例 ， 这 就 有 助 于 我 们 理解 理 
论 上 不 同 概念 之 间 的 差异 . 

(2) 史 生 名 ， 或 者 说 不 是 Borel 集 的 Lebesgue 可 测 集 是 存 
在 的 ， 我 们 可 以 应 用 Lebesgue 不 可 测 集 的 存在 性 来 构造 这 样 的 
例子 . 

由 于 本 书 的 篇 幅 所 限 ， 说 明 上 述 两 个 问题 的 例子 就 不 在 这 里 
给 出 了 ,读者 可 以 从 很 多 较为 详细 的 书 中 找到 这 些 例子 


习 题 

1， 零 测度 集 的 闲 包 是 否 一 定 是 零 测 度 集 ? 
2， 证 明 可 数 个 零 测度 集 的 并 与 交 都 是 零 测 度 集 . 
3. 设 与 都 是 有 界 可 测 集 , 且 ,cB,, 则 

mEMNE,)=mE,— mE,. 
4 若 忆 与 已 都 是 可 测 集 , 则 

mE +mE,=mE VUE, -+ mE(E,). 
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5， 举 例 说 明和 定理 2.9(2) 中 ,ml 过 十 的 条 件 是 不 可 马 少 的 . 
6.， 设 BCR 证明 
m* 瑟 二 inf {mG [G 是 R 中 的 开 集 且 ECG}. 
7， 设 4 4 4， 是 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 ， CA (k= 1,2, 
54) 。 证 明 
访 和 
mt( UB )= Simrp,. 
k=1 b=1 
8， 设 CBC:CE,C:， 证 朋 


m*( Uj E, )=limm*p,. 
9。 试 作 一 个 无 处 称 密 的 闭 集 FC[0,1], 使 得 mFP>0. 


10， 测 度 为 等 的 无 处 称 密 集 恕 的 闲 包 B 是 否 也 是 零 测度 集 ? 
11i. 设 [0， 了 于 的 可 测 集 b(t=1, 2,"'** >) 满足 条 件 


和 
jmE>n—1, 


一 1 


§ 3 可 测 范 数 


在 实 直 线 或 者 说 实数 集 信 上 添加 两 个 元 素 一 co 和 + eco, 车 
记 R*= 民 U1{ 一 00, 十 0}， 则 R*# 称 为 扩张 的 实 直线 (extended 
real line)， 或 称 为 扩张 的 实数 集 ， 我 们 把 一 co 和 十 co 看 作 广义 
实数 ,对 任意 的 实数 a 都 有 一 co<<< 十 co， 

我 们 在 本 书 中 所 讨论 的 函数 ,车 无 特别 的 说 明 , 总 认为 它 是 定 
义 在 RR 的 菜 一 子 集 五 上 且 在 R* 中 取 值 的 孙 数 ， 也 就 是 说 , 允许 
峭 数 以 十 co 或 一 co 为 其 值 。 由 于 十 co 和 一 co 不 是 真正 的 实数 . 
因此 , 包括 十 cc 和 一 co 在 内 的 实数 运算 应 当 遵 循 如 下 的 规定 : 

(1) 对 任意 的 实数 a 


es 了 21 ee 


i | 


4 土 co) 三 ( 士 oo) 十 6 一 ( 士 oo) 一 6 一 6 一 (二 ce) 一 十 oo0， 
《十 co) 十 ( 士 co) 二 十 co， 
(十 00)( 二 00)=( 一 00)( 一 00)= 十 %， 


T=0 
(2) 符 实 数 e 关 0 
c( 土 co)=( 土 co)q= 二 一 土 o (a>0), 
+coe_- 


g( 士 oo) 一 (十 co)g= 一 一 一 于 oo (a<0), 


个 
(--co)(+oo)= (teo)( 一 oo)= 一 oo， 

(3) 下 列 的 运算 式 没 有 意义 
( 土 co) 一 ( 土 co)， ( 士 co) 十 ( 干 co)， 


十 co 士 co 0 7 
二 69， -0 T° 为 实数 ). 


设 是 可 测 集 ,f 是 定义 在 五 上 的 国 数 ， 令 
E(f>a)= {EE|f(z)>%), 
即 8(f 汪 @) 是 是 中 满足 f(x) 二 a 的 上 后 z 的 全 体 ， 在 图 3.1 中 ， 当 
二 [a,5] 时 ,我 们 有 EE(f>@) = 81U 8.. 


图 3.1 
同样 , (jf 之 a)、8(f 志 %)、B(f<<a)、B(a 研 f<< 有 ) 等 记号 分 别 


表示 中 满足 (x) 之 a, f(x) 二 a, 了 (xz) 二 a,& 碾 f(z) 二 Bh 的 点 7 的 
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全 体 所 组 成 的 集 . 

当 我 们 在 讨论 万 上 定义 的 函数 时， 我 们 总 是 把 看 作 基 
本 集 . 

定理 3.1 设 了 是 定义 在 可 测 集 忆 上 的 函数 ， 则 下 列 站 论 
等 价 . 

(1) 对 任意 的 实数 q，B(f>o) 是 可 测 集 

(2) 对 任意 的 实数 4, B(f 之 a) 是 可 测 集 . 

(3) 对 任意 的 实数 4, (f<a) 是 可 测 集 . 

(4) 对 任意 的 实数 % B(f<a) 是 可 测 集 . 

(5) 对 任意 的 实数 «与 ,F(a<f<p) 是 可 测 集 ,并 且 E(f= 

十 oo) 是 可 测 集 . 

证 明 因为 (f>a)=[E(f<a)J, 所 以 (1) 与 (4) 等 价 ， 同 
理 可 知 (2) 与 (3) 等 价 . 

由 于 BCf>g= 站 Z(f>a 一 方 ), 当 (1) 成 立时 ,8 (J 之 
是 一 列 可 测 集 之 交 , 故 B(f>>o) 可 测 ， 

另外 忆 (f>a) = E(f>at 去 )， 当 (2) 成 立时 ，B(j> 
是 一 列 可 测 集 之 并 , 故 (J>a) 是 可 测 集 ， 于 是 我 们 证 得 (1) 与 
(2) 等 价 ， 下 面 我 们 再 证 (2) 与 (5) 等 价 . 

设 (2) 成 立 , 于 是 (3) 也 成 立 ， 由 于 Ba<f<p)=Ba<hPn 
B(f 一 b), 其 右 端 是 两 个 可 测 集 之 交 , 故 B(a<f<D) 是 可 测 集 ,又 
由 于 


(3.1) E(f=+)= {| E(f>n), 
n=1 


其 右 端 是 一 列 可 测 集 之 交 , 故 8(f= 十 00) 是 可 测 集 , 
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现 设 (5) 成 立 。 朋 于 BC>q=( 人 Bla<f<at)) UEC 


= 十 ce), 其 右 端 是 一 列 可 测 集 之 并 , 故 巨 (1 >a) 是 可 调集 ， 1 
定义 3.2 设 了 是 可 测 集 召 上 的 函数 ， 老 了 满足 定理 3. 1 中 
的 五 个 等 价 条 件 之 一 , 则 称 了 为 百 上 的 可 测 国 数 (measurable fu- 
nction7 或 称 函 数 是 可 测 的 . 
我 们 从 定理 3. 1 知道 , 车 了 在 五 上 可 测 ， 则 对 于 任意 实数 wy 
集 玉 (f=@) 总 是 可 测 的 .事实 上 ,我 们 只 要 注意 到 ;: 
B(f=0)=E(f>o\E(f>). 
立即 就 得 到 (f= 二 Qa) 是 可 测 集 . 
当 ww 三 土 co 有 时 ,由 于 (3. 1) 式 成 立 以 及 


B(1f= 一 co)= 们 2 入 一人， 


故 怒 (f = 十 co) 与 妇 (f = 一 co) 也 都 是 可 测 集 . 

设 .F 是 可 测 集 上 且 FCE. 关 了 是 马上 的 可 测 国 数 ， 则 力作 
为 FF 上 的 函数 ,或 者 严格 地 说 了 在 了 上 的 限制 fly) 是 了 上 的 可 测 
因数 .因为 对 任意 的 实数 «a, 有 

F(f>a)=E(f> fF. 
而 等 式 的 右 端 是 两 个 可 测 集 之 交 . 

例 1 区 间 [0，1] 上 的 Dirichlet 函数 D(x) 是 可 测 的 ， 实 际 
上 ,由 D(x) 的 定义 
1, 若是 [0,1j 中 的 有 理 数 ， 


.D7)= jo 若 z 是 [50,1] 中 的 无 理 数 ， 


对 任何 实数 
OO, 着 9 之 1， 
E(D>a)=4[0,1] 人 MQ, 若 0ga<]l, 
[0,1], 者 <0， 
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都 是 可 测 集 , 故 DCZ) 是 [0, 1] 上 的 可 测 孙 数 ， 
例 2 设 8CR, 我 们 称 吸 数 
1， 和 车 xEB， 
la(7)= jc 考 xER\E. 
为 集 玉 的 特征 遇 数 (characteristic function)。 不 难 证 明 , 当 且 仅 
当 加 是 可 测 集 时 , lz 是 RR 上 的 可 测 函 数 ， 
例 3 定义 在 零 测 度 集 轧 上 的 在 何 函数 都 是 可 测 的 . 
事实 上 ,对 任何 实数 a, 皆 有 (ff 二 q)CE.。 寺 是 
Om*E(f>a)<mE=0, 
故 BE(f 二 %) 是 测度 为 零 的 可 测 集 。 因 此 f 可 抽 . 
可 测 汞 数 具 有 如 下 的 性 质 
定理 3.3 设 f,g 是 可 测 集 加 上 的 可 测 陆 数 ，c 为 常数 ， 财 
1 -c.cf.ft+9.f 一 9、.f* 和 9 都 是 加 上 的 可 测 银 数 . 
证 明 对 任意 的 实数 a, 因为 
B(f tec<a)=E(f<a—6e). 
所 以 当 了 是 可 测 国 数 时 ，f+e 也 是 可 测 函 数 . 同 理 可 证 cf 是 可 
测 范 数 . 
若 f 寺 9<x 则 f<c 一 9 由 有 理 数 的 稠密 性 知 ， 存 在 有 理 数 
7 ,使 < 7<a 一 9， 
于 是 
E(f+g<a) = Usd<?) NB(g<a—r7)]. 


由 于 有 理 数 的 全 体 Q 是 可 数 集 ， 故 五 (f 十 "<a) 是 可 测 集 ， 这 就 
证 明了 /9 是 可 测 函 数 . 
因为 一 9 二 f 十 (一 9), 所 以 得 到 f 一 9 是 可 测 函 数 ， 
考 虚 人 。， 当 a 宇 0 时 ， 
E(f*>a)=E(f> Va)UE(f<—~V a) 
e 7295 w 


为 可 测 集 . 
当 & 过 0 时 ， 
E(f:>a)=B 


也 是 可 测 集 ， 因 此 fz 是 可 测 函数 . 
由 fg 二 地 [(f+9)* 一 一 9*]， 可 知 f9 是 可 测 范 数 ， 


定理 3.4 设 f 是 可 测 集 如 上 的 可 测 函 数 ，f(z)0 (xEE). 


则 于 也 是 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 
证 明 对 任意 的 实数 w， 
io<f< 坪 ) ”车 a>0， 
BF>e)= EB(f>0), 若 ga=0， 
E(f>0)U B(f< 去 ) 若 a 之 0. 


由 于 上 式 右 端 的 集 都 是 可 测 的 ， 故 有 (于 a) 是 可 测 集 ， 因 此 ,了 


是 可 测 函 数 。 “0 
定理 3.5 设 {j,} 是 一 列 定义 在 可 测 集 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 则 | 
sup {fi, fa, °°, fo} ,inf {fi, fo «2, fo}, Supfs, inf f,, limf, 和 ef 
都 是 可 测 函 数 . 
证 明 令 h=sup{fi,fa…,fa}, 即 对 每 一 个 2SEB, 有 
hz)=sup{fi(7), ,fa(2)}. 


我 们 得 到 至 (>a) = 昌 了 (f>a)。 因 此 , 由 每 一 个 疡 的 可 测 性 可 
人 推出 五 (al) 可 测 ， 故 sup {fi, ff 是 可 测 国 数 ， 
同样 ,车 令 9=inf {fi fo,…,f}, 则 BB(9 之 0) = 站 Bf,>0) 
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从 而 推出 inf{7o 7，… 轧 ) 是 可 测 函 数 . 
若 令 =supfn, 则 有 (E>) 二 (fs)， 因 此 5 是 可 测 


函数 ， 同 理 可 得 inff, 也 是 可 测 函数 . 

因为 Hmf, =inf sup 访 ， 故 jj 是 可 测 的 、 同 理 , 0f, = 
sup inffs, 故 limf, 也 是 可 测 的 。 

推论 3.6 若是 可 测 集 马 上 的 可 测 函 数 . 则 |f| 也 是 加 上 的 
可 测 函 数 ， 

证 明 因为 |fi==sup{f, 一 们 .由 定理 3. 5, 所 以 | 力也 是 五 上 
的 可 测 孙 数 ， 

推论 3.7 车 {f,} 是 可 测 集 瑟 上 的 一 询 可 测 函 数 ， 且 对 每 一 
个 xEB,limfa(7)=f(z), 则 了 也 是 刀 上 的 可 测 函 数 

定义 3.8 设 且 是 可 测 集 , (7) 是 与 召 中 的 点 x 有关 的 命题 ， 
若 除 去 召 的 某 个 零 测 度 集 4 之 外 ,2?(z) 在 4 上 处 处 成 立 ， 则 称 
2(7Y) 在 如 上 几乎 处 处 (almost eyerywhere) 成 立 ， 记 为 8Z) 在 吾 
于 戌 立 (c. e.). 

例如 , 若 太 fs 关 9 三 {zE 有 | 大 z) 关 9GZz) 是 堆 测 度 集 , 则 我 们 说 
在 马上 f(7) 二 g(7)(a.e,), 或 者 简单 地 说 f=g(a.e.). 因此 , 我 
们 可 以 说 俐 1 中 的 Dirichlet 函数 在 [0,1] 上 几乎 处 处 等 于 零 . 即 
在 [0,1] 上 DGz)=0(a.e.)， 又 如 ,在 如 上 1z) 委 9(z)(a.e.)( 或 
者 jy(a.e.)) 表 明 刀 上 满足 f(z)>>g(7?) 的 点 x 的 全 体 是 一 个 零 
测度 集 . : 

对 于 集 轧 上 的 一 列 函数 {f,}， 若 对 于 每 一 个 xEB 有 limf,(z)= 
fz)。， 我们 就 称 {f,} 在 吾 上 处 处 收 化 于 下. 

车 除去 一 个 恕 的 零 测 度 的 子 集 4 之 外 ，{f} 在 4 上 处 处 收 

纹 于 1， 我 们 歼 称 {fs} 在 召 上 几乎 处 处 收敛 于 ff， 记 为 在 BB 上 
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imfa(?) 二 x)(a. e,), 或 者 记 为 在 如 上 limf, 二 f(a.e. ); 这 时 我 们 


也 可 以 说 , 在 五 上 使 得 {f,(7)} 不 收敛 于 (2*) 的 点 ?的 全 体 是 一 
个 零 测度 集 . 

引 理 3.9 若是 可 测 集 互 上 的 可 测 国 数 ， 且 在 妃 上 有 了 = 
9(a,.e.), 则 9 也 是 五 上 的 可 测 函 数 ， 

证 明 由 假设 86=B(f9) 是 零 油 度 集 ， 令 4= 五 \8o， 对 任 
意 的 实数 & 有 

E(g>a)=A(f>a) UEo(g>0). 

由 于 了 是 可 测 集 加 上 的 可 测 冰 数 ， 知 f 是 可 测 集 4 上 的 可 测 国 
数 ,因此 4(f 二 a) 是 可 测 集 ， 而 Bo(9q) 是 零 测度 集 ,的 子 集 ， 
故 它 也 是 可 测 集 . 因此 忆 (9>a) 是 可 测 集 。 这 就 证 明了 9 是 媚 上 
的 可 名 困 数 ， 0 

5| 理 3.9 表明 ,可 测 羡 数 在 一 个 零 测 度 集 上 改变 定义 之 后 ,得 
汉 的 函数 仍然 是 可 测 的 ， 这样 ， 当 我 们 把 可 测 函 数 的 运算 改 为 几 
”和平 处 处 成 立时 ,相应 的 结论 仍然 是 成 立 的 . 
下 面 我 们 引入 简单 函数 的 概念 ， 
定义 3.10 设 f 是 定义 在 可 测 集 上 的 沙 数 ， 若 加 可 以 分 
解 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 ,如 ,,…,B, 之 并 , 且 在 每 一 个 如， 
上 了 取 党 数值 c(i 二 1,2,…,n), 则 于 称 为 上 的 简单 函数 (sim- 
ple function)， 

若 把 妇 看 作 基本 集 ， 刀 的 子 集 4 的 特征 函数 4 定义 为 

1， 和 车 ZE4， 
lz 一 若 xzE 了 4. 


那 末 在 定义 3. 10 中 的 简单 函数 了 可 以 表示 为 
f= So， 


了 四 


了 238 。 


由 简单 函数 的 定义 易 知 : 

(1) 两 个 简单 吨 数 的 和 与 乘积 仍然 是 简单 函数 ， 

(2) 简单 函数 是 可 测 消 数 . 

由 推论 3.7 可 知 ， 一 列 简单 函数 的 极限 是 可 测 销 数 ， 下 面 我 
们 要 证 明 ; 可 测 函 数 可 以 表示 为 一 列 简单 沙 数 的 极限 ， 为 了 证 眶 
的 需要 ， 我 们 将 可 测 冰 数 作 如 下 的 分 解 . 

设 了 是 可 测 集 忌 上 的 可 测 乓 数 ， 我 们 分 别 定义 国 数 广 与 广 
使 得 对 每 一 个 zE 刀 ,有 

A(X)， 若 7) 之 0， 


1 (0) = 若 f(z)<0. 
- _ 一 了 f(z), 若 f(7)<0, 
i (5)= 巷 f(z)>0. 
则 称 f* 为 f 的 正 部 (positive part)， 称 广 为 了 的 负 部 (negative 
part)。 不 难看 出 ， 
f 一 广 一 三 ， 
f+=sup(f,0)0, 
f=sup(—f,0)=—inf(f,0)>0, . 


由 定理 3.5 知 , f* 和 了 都 是 刀 上 的 可 测 销 数 . 
定理 3.11 (1) 设 f 是 可 测 集 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 
一 列 非 负 递增 的 简单 阔 数 {9,}: 
O09i(T)EPATIE", (EB), 
使 得 对 每 一 个 zE, 沸 有 
/ limgpa(2)=f(2). 
(2) 设 了 是 可 测 集 己 上 的 可 测 函 数 ， 则 存在 一 列 简单 函数 
{9s}, 使 得 对 每 一 个 zEB, 赂 有 
limgn(7)=f(7), 
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证 明 (1) 设 了 是 非 负 可 测 函 数 , 对 每 一 个 正 整数 %, 定义 苹 
数 wp, 使 得 和 


Dl es [到 22 “ “车 +EB(23 2 “<f< 六 ),t= 1,2,.**, n2". 
7 若 zG 万 (三 2)， 


则 ps 是 定义 在 上 的 人 简单 函数 , 且 
Ogp(T)EpAT)E, (EE). 


下 面 我 们 来 证 明 , 对 于 每 一 个 zxEB 有 limga(+)=f(z). 


事实 上 , 若 有 xoEEB, 使 f(z0) 王 十 co, 由 nr(7) 的 定义 知 pn(zo) 
一 0 一 1 2…)。 改 


lim pn (Zo) 一 十 co 三 几 zo). 
若 有 zoEB, 使 f(x0) 二 十 吕 ， 则 存在 正 整数 ao, 使 得 f(%0) 一 
7N0。 故 当 4 二 20 有 时, 有 


0<f(z0) —gn(z0) < 南 : 


因此 有 
limg, (x0) = f (20). 

(2) 设 f 是 一 般 可 测 孙 数 , 则 f= 了 * 一 了 ,这 里 人 与 信者 是 
可 测 图 数 ， 故 由 (1 知 , 存在 简单 图 数 列 {p 与 让 使 得 对 每 一 
个 Xe， 洽 有 limgn( *) =f*(7), limypa(7)=f"(2). 令 hr = Pn 一 
切 。， 则 {2 是 简单 函数 列 ， 且 对 每 一 个 zE 有 

lims(z) 一 lim[gu(z) 一 %s(z) 一 六 (z) 一 广 (z) 一 f(z)， 0 

显然 ， 定 理 3. 11(2) 的 逆 冠 理 成 让 ，。 因 此 我 们 又 有 下 面 的 
结论 ; 
as 30。 


是 中 上 的 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 表示 为 


一 列 简单 函数 的 极限 . 

从 这 个 结论 可 知 , 可 测 函 数 可 以 用 简单 函数 来 逼近 , 这 不 仅 是 
一 个 重要 的 结论 ， 而 且 在 研究 可 测 函 数 的 性 质 时 ， 还 给 予 我 们 一 
种 思考 问题 的 方法 ， 要 研究 可 测 函 数 是 否 具 有 某 种 性 质 ， 可 以 先 
研究 简单 函数 是 否 具有 这 种 性 质 。 然 后 通过 取 极 限 的 过 程 ,分 析 、 
判断 能 否 过 滤 到 对 可 测 函 数 的 研究 之 中 . 这 种 思考 问题 的 方法 , 在 
许多 场合 下 是 行 之 有 效 的 ， 例 如 在 下 一 节 中 Iyaun 定理 的 证 明 ， 
以 及 在 下 一 章 建立 Lebesgue 积分 理论 中 ， 我 们 将 看 到 这 种 思考 
问题 的 方法 的 成 功 应 用 . 


习 题 

1， 证 明 ; 在 区 间 [a,5] 上 定义 的 单调 函数 必 为 可 测 函 数 . 

2.， 设 f,9 是 可 测 集 吾 上 的 可 测 阔 数 。 证明 召 (f 二 9) 是 可 测 集 . 

3， 证 明 ; f(z) 可 测 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 可 以 表示 为 两 个 非 负 可 测 证 
数 之 差 

4. 证 明了 在 可 测 集 鼠 上 是 可 测 押 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 的 有 理 
数 7, 吾 (f 汪 7?) 是 可 测 集 . 

5。 设 {f,} 是 可 测 集 加 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 且 在 马上 lim j (x)= =f (2) 


(a. e. )， 则 了 也 是 吾 上 的 可 测 函 数 . 

6。 可 测 集 召 上 的 连续 水 数 卫 必 定 可 测 . 

7. 设 九 为 可 测 集 ,车 |f| 在 如 上 可 测 , 问 在 石上 是 否 一 定 可 测 ? 

8， 设 了 是 可 测 集 如 上 的 有 限 可 测 函 数 ，4 是 民 中 的 任意 一 个 开 集 (或 
闭 集 , 或 Gs 型 集 , 或。 型 集 )， 证 明 集 4 的 原 象 f-:(4) 是 瑟 的 可 测 子 集 . 

9. 设 了 是 R 上 的 连续 函数 ，9 是 可 测 集 轴 上 的 有 限 可 测 函 数 ， 则 复合 
函数 fg 是 召 上 的 可 测 函 数 ， 


9 了 了 了 了 。 


了 i ot 本 i 


$4 可 测 芳 数 的 几 个 重要 定理 


在 数学 分 析 中 ， 函 数 的 连续 性 与 函数 列 的 一 致 收敛 都 是 十 分 
重要 的 概念 ， 对 于 可 测 函 数 是 否 也 有 与 数学 分 析 中 类 似 的 关系 
呢 ? 本 节 中 我 们 要 给 出 两 个 重要 的 关于 可 测 函 数 的 基本 定理 ， 粗 
赂 地 讲 它们 分 别 表示 了 : 每 一 个 收敛 的 可 测 函 数列 “差不多 ”是 一 
臻 收敛 的 ; 每 一 个 可 测 函 数 * 差 不 多 ?是 连续 的 ， 这 种 直观 的 说 法 
有 助 于 我 们 较 好 地 理解 这 两 个 定理 的 实质 ， 并 把 它们 应 用 于 实际 
之 中 。 但 是 当 我 们 用 定理 的 形式 来 表达 时 ， 我 们 将 给 出 精确 的 描 
述 ， 在 本 池 中 我 们 还 将 给 出 依 测度 收敛 的 概念 ， 以 及 依 测度 收敛 
与 几乎 处 处 收敛 的 关系 . 

引 理 4.1 设 {f,} 是 妃 上 的 一 列 函数 ， 是 定义 在 上 的 函 
数 , 则 互 中 所 有 使 {f(z)} 不 收敛 于 f(z) 的 点 z 所 组 成 的 集合 D 
可 以 表示 为 


(4. 1) p=U nn U BC 一 由 > 
其 中 {ej 是 任意 给 定 的 一 列 单调 减少 且 趋 于 截 的 正 数 ; B(]f, 一 用 
之 es)={xEEBI|f,.(7)—f(7)|>e,}. 

证 明 对 任意 的 z.ED, 即 {f(zo)} 不 驳 化 于 f(xo). 于 是 存在 
00, 及 一 列 正 整 数 RNR, 使 

| f,, (20) 一 (xzo) | 之 20， 

外 于 {eij 单 调 减少 且 趋 于 零 , 我们 可 以 取 一 个 充分 大 的 和 使 er< 
0， 于 是 
| j (xzo) 一 帮 zo) | 之 er. 
对 每 一 个 NEN, 名 有 
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ie U 204,—fl>en), 
从 而 
ae 站 U zd-fl>en) 
对 充分 大 的 成立 ， 于 是 有 
ne 站 [J Bf,— fi>e1), 


k=1 N=1 N=eN 


另 一 方面 , 设 neU Nn VU adi- fi 之 et), 则 存在 faEN, 使 


ze [B01f,—f ler). 
N=1 n=N 
Xo [ECOf,—f I> er). 


可 见 对 任意 的 入, 恒 有 与 4 有 关 的 正 整 数 av 之 N, 使 
| fay (x0) —f (Xo) | 之 er 

这 就 证 明了 {f(z)} 不 收敛 于 f(z0), 亦 即 zoED. (4.1) 式 得 证 ， [ 

定理 4.2 (EropoB 定 理 ) 设 

(1) mB 过 十 吕 ，{f。} 是 请 上 的 一 列 几 乎 处 处 取 有 限 值 的 可 
测 函 数 . 

(2) 在 EB 上 limf,(z)=f(z)(a.e.), If(7)|<+o0(a.e.). 
则 对 任意 的 6 之 0, 必 存 在 五 的 可 测 子 集 Bo 使 得 m(E\BE,) <6, 有 
在 8， 上 {f，} 一 致 收敛 于 了 

证 明 由 引 理 3.9. 我 们 不 妨 设 每 一 个 f 及 了 在 如 上 处 处 取 
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有 限 值 ， 取 一 列 单调 碱 少 趋 于 零 的 正 数 {4} ,对 每 一 个 ee 令 
Gn Bf —f ln), 


且 令 hn: 二] co 即 


(4. 2) Ay,xr = LU Gn,s = {rEP | 存在 ?之 入 ， 使 |f,(7) 一 f(7) 之 


er}. 


由 5| 理 4.1 知 召 中 使 {f(z)} 不 收敛 于 f(z) 的 点 2z 所 成 的 集 为 
p=U 站 Usgdr- fl>e)=U Mare 


由 假设 在 加 上 limf,(z) 二 f(z)(a.e.), 故 mD 二 0， 因 为 零 测 度 集 
的 每 一 个 子 集 仍 为 零 测度 集 ,所 以 对 于 每 一 个 ENN, 皆 有 


(4. 3) n( 站 4wz )=0 


由 (4. 2) 式 知 , 对 每 一 个 正 整 数 妨 {An,s}wen 是 一 列 单调 下 降 的 可 
副 集 ， 而 mAi,imE +i, 故 lim. mAw,: 二 0( 见 定理 2 9(2))., 因 
此 ， 对 于 任意 的 6>0， 存 在 充分 大 的 正 整数 Ni(Ns 与 & 及 0 有 


关 ) .使 得 
mAy,, ,< 


令 4= 站 44,,,, 则 4 可 测 ， 且 有 


Eb=1 
令 E; 一 刀 4, 则 CB,m(E\B,)=mA< 二 9， 现在 我 们 来 证 明 在 5， 
。134 。 


二 {fn} 一致 收敛 于 

对 任意 的 E0, 由 于 {ez} 单调 减少 趋 于 零 , 故 存在 et, 使 ex 二 2. 
对 此 ei, 我 们 取 上 面 证 明 中 找 出 的 正 整 数 和 i, 对 每 一 个 zEB,, 有 
264, 从 面 对 每 一 个 KN， 有 2 千 Aw,,,， 由 (4.2) 式 知 ， 对 每 一 个 


n 之 NN:， 篆 有 
(fC7)—f(7)|<er<e. 


Eropos 定理 说 明了 可 测 函 数列 几乎 处 处 收 敛 与 一 致 收敛 之 
间 的 关系 ， 它 常常 成 为 处 理 可 测 函 数列 的 各 种 极限 问题 的 有 力 工 
具 . 必须 指出 , EropoB 定理 中 的 条 件 mB 二 十 oo 是 不 可 去 掉 的 , 否 
则 定理 便 不 再 成 立 ， 

我 们 知道 ， 可 测 集 上 的 连续 国 数 是 可 测 国 数 ， 下 面 的 定理 指 
出 , 可 测 函 数 除去 一 个 测度 可 以 任意 小 的 可 测 集 之 外 ,是 一 个 连续 
因数 ， 

定理 4.3 (JIysHH 定理 ) 设 刀 是 可 测 集 ， 且 mB 二 -cc,f 
怎 召 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 的 e 这 0， 必 存在 闭 集 
WCE ,使 得 

(1) m(BE\F)<e, 

(2) 了 在 F 上 的 限制 fs 是 到 上 的 连续 函数 . / 

证 明 考虑 到 可 测 国 数 都 是 简单 函数 的 极限 ， 所 以 我 们 的 证 
明 分 为 两 步 进行 ， 第 一 步 先 证 了 是 简单 函数 的 情形 ， 第 二 步 再 证 
为 一 般 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 的 情形 . 


第 一 步 ， 设 是 简单 函数 ,f= > oilz,， 这 里 下 = [jz,,B， 
是 互 不 相交 的 可 测 集 ， 对 于 任意 的 >0, 由 本 音 定 理 2. 18， 存 在 
闭 集 FCBi, 使 人 w(BiN\Fi) < 二 令 了 = | ', 则 是 闲 集 , 且 有 
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如 下 的 结论 : 


(a) F = U FC U E,=E. 
t=1 i=1 


(b) mE\F) - 串 UsAU Pi|=a | U (BAND | 


= > m(B\F,) 


€ 
a 一 一 
0 


(C) fis 在 f 上 连续 , 

， 对 于 (c), 事实 上 设 20EF, 则 有 ioE {1,2, 2) 使 z0EF,,, 由 
于 F; 是 互 不 相交 的 闭 集 , 应 用 第 二 章 定 理 2.11(5)， 有 0 二 0， 使 
zu 与 闭 集 Ff, 的 距离 4(z0, Bi) 二 60 盖 1o), 从 而 有 

FNB(xo,0)=F, (1B(20, 0). 
球 ， 而 了 在 Pi 于 取 常 数值 ci 故 对 任意 的 zEFN B(xo,6), 恒 有 

[有 GZz) 一 由 rr(zo) |= |f(7)—f (70) | 一 Ci0 一 Cr0 一 0. 
因此 ， 由 第 二 章 定 义 4.4 得 到 jy 在 zc 处 连续 ， 由 zo 的 任意 性 
知 fis 是 上 的 连续 函数 . 

第 二 步 ， 设 了 是 召 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 范 数 . 于 是 有 一 
列 简单 阔 数 {9,} ,使 得 对 每 一 个 ZE 了 7， 有 limgn(7*)= f(z). 

由 Eropos 定 理 知 ， 对 任意 的 e>0, 存在 BCE， 使 得 
m(B\Bs) 之, 并 且 在 ,上 {go} 一 到 收敛 于 f， 从 第 一 步 的 证 明 
知道 ,对 每 一 个 简单 函数 p,, 都 有 闭 集 症 ,CCB,, 使 得 

m(BaN\Pr) < sr 


* 了 3236。 


并 且 |， 是 PF 上 的 连续 函数 . 令 B= 们 7,， 则 


(a) 了 为 团 集 ， 
(b) PCBCE, 


(0) mBAF)=m | U (ENP) | < 全 


故 
m(E\F) <m(B\E,) +m(EA\F) < 二 十 术 


= €, 

易 知 每 一 个 oz 在 上 都 连续 , 且 在 上 {gp,) 一 致 收 化 于 f。 所 
以 fiz 在 f 上 连续 . 中 

JIy3sHH 定理 给 出 了 可 测 国 数 与 连续 函数 之 间 的 关系 。 使 我 们 
对 可 测 函 数 的 结构 有 了 进一步 的 了 解 。 同 时 ,利用 JIysH 定理 我 
们 可 以 用 连续 函数 去 允 近 一 般 的 可 测 函 数 ， 从 而 使 问题 本 身 得 到 
简化 , : 
下 面 我 们 作 一 些 努 力 来 改善 Jys88 定理 的 条 件 和 结论 ， 

(1) mB 过 十 的 条 件 可 以 去 措 。 在 m 加 = 十 co 的 情况 下 ,我 
们 可 以 把 如 表示 为 可 数 个 互 不 相交 的 有 和 界 可 测 集 之 并 ， 例 如 , 令 


BE,=B(N nl1,n1(n=0， 土 1, 土 2,…), 则 思 = UB,. 由 于 在 每 
一 个 如, 上 JIyanaH 定理 的 结论 成 立 ， 我 们 可 以 证 明 在 8 上 Jly3nn 
定理 的 结论 也 成 立 ， 此 证 明 留 作 习 题 请 读者 自 证 . 

《2) 可 以 证 明 : 在 民 的 任何 闭 集 上 定义 的 连续 消 数 f/， 都 
可 以 扩张 为 在 及 上 定义 的 连续 函数 9， 此 外 还 可 以 要 求 
(4. 4) sup| 9(7)| =sup|f(z)|, 


”了 7 。 


我 们 允许 上 式 右 端 可 以 为 十 %, 这 时 左 端 也 为 十 00. | 

我 们 用 构造 的 方法 来 证 明 这 个 结论 ， 由 于 是 闭 集 , 则 R\F 
古 开 集 , 从 而 及 \F 可 以 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a;， 
0;) 之 并 . (在 这 些 开 区 辣 中 ,可 能 存在 这 样 的 开 区 间 (4;, 86), 使 得 
0 一 一 co 或 者 0; 二 十 00,) 由 于 各 开 区 间 (44,08;) 的 端点 属于 了 ， 定 
义 国 数 9 使 得 


f(z), 这 reF, 

r(Z) 一 f (as) ti f(s—a), 者 Gis b; 有 限 , XE(a;， Di) ， 
f (ai), 巷 记 一 十 co,zE(ci Di)， 
f (6;), 起 04; 二 一 00, YS(qi, 61) 


则 9g 是 民 上 的 连续 孙 数 ,9 是 了 的 扩张 , 且 满 足 条 件 (4. 4). 
附注 上 述 扩 张 定 理 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 : 设 是 府 量 空间 (或 正规 拓扑 空 
闻 ) 互 中 的 闭 集 , 则 (a)F 上 定义 的 连续 函数 f, 可 以 扩张 为 在 互 上 定义 的 连续 函数 9; 
(8) FF 上 定义 的 有 界 连 续 函 数 了 ,可 以 扩张 为 在 匀 上 定义 的 有 界 连 续 函 数 9, 且 
sup| 9g(z)| =sup lf Go) 


这 就 是 Tietze-yppIcoH 扩张 定理 ， 

归纳 上 述 的 讨论 ,我 们 实际 上 已 经 证 明了 JIy3HH 定理 可 以 与 
成 如 下 的 形式 . 

定理 4.4 设 承 是 可 测 集 如 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 沙 数 ， 则 
对 任意 的 e 二 0, 存在 闭 集 FCE 及 R 民 上 的 连续 函数 9, 使 得 

(1) g(7)=f(7) (xzEF), 

(2) m(E\F)<e, 

(3) sp: g(z)| =sup|f(7)|, 

定义 4.5 设 {f,} 是 可 测 集 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 它 们 都 十 
几乎 处 处 有 限 的 ， 如 果 有 万 上 的 可 测 函 数 f， 使 得 对 任意 的 正 数 


0, 皆 有 
lim mB(|f,—fl 之 0)=0, 


“了 78 。 


则 称 {fs} 在 妃 上 依 测度 收 伍 于 了 (converges to f in measure)， 
记 为 有一 > 了. 

定理 4.6 (Lebesgue 定理 ) 设 

(1) mE<+o%, 

(2) {fs} 是 如 上 一 列 几乎 处 处 有 限 的 可 测 钠 数 ， 

(3) 在 BB 上 limf(z)=f(z)(a.e. ), 有 |f(2)|<+o0(a. e.). 


则 在 上 有 f 一 > 了 . 

证 明 不 妨 设 f,(nEN) 与 f 处 处 有 限 ， 对 任 意 的 。>0， 由 
Eropos 定理 ,存在 可 测 集 ,CEB, 使 h(E\E,)<e, 且 {f,} 在 8 上 
一 致 收敛 于 f， 于 是 对 任意 的 o>0， 存 在 NEN， 使 得 当 w 之 入 
时 , 有 

[js(z) 一 fCz)1<o， (EE,). 
故 当 n 宇 入 时 ,8B(|f, 一 f| 之 o)CE\E,， 于 是 
Mi 有 (| 1 一 由 亿 co) 委 MBENAT) < 一 e， 


这 表明 limmE(|f, 一 fl 之 0) =0, 即 在 互 上 思 一 六 0 


定理 4.6 告诉 我 们 ， 在 测度 有 限 的 可 测 集 如上 几乎 处 处 移 敛 
的 可 济 卫 数列 必定 是 依 测度 收敛 的 ， 值 得 注意 的 是 当 m= 十 oo 
时 , 定理 4.6 不 再 成 立 ， 反 之 , 依 测度 收敛 的 序列 未 必 是 几乎 处 处 
收敛 的 ， 下 面 我 们 举 出 一 个 依 测 度 收 全 的 序 列 处 处 不 收敛 的 例 
十 
例 1 对 于 iEN 及 1<k<<2i, 我 们 在 [0,1] 上 定义 销 数 5， 
使 
1， 若 xE[ (% 一 1)2-!, 2- 门 ， 
0， 若 xE[0, 1 和 \[ (一 1)2-!,k2- 门 ， 
(k=1,2,..,2’). 
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Fo a i We PE Ep re be 


令 f=,f,=f2 ,f= ,f= , fs=f¥, fe=f ,f= | 


…， 则 f, 一 >0。 但 是 对 每 一 个 zxE[0,1], {f,(7z)} 皆 发 散 . 

然而 F. Riesz 指出 ， 可 以 从 依 测 诬 收 伊 的 序列 中 选 出 一 个 几 
平 处 处 收敛 的 子 序列 . 

定理 4.7 (Riesz 定理 ) 设 {f,} 在 可 测 集 5 上 依 测 度 收敛 于 
了 了, 则 {f} 必 有 子 序列 {f,,} 在 上 几乎 处 处 收 钙 于 


证 明 ”由 于 f, 一 3f, 对 任意 的 >>0, 有 mB(|f, 一 f| 之 e) 一 0， 
从 而 对 每 一 个 KEN , 存在 ni:EN, 使 


mE( |f,—f| > 击 )< 南 
我 们 还 可 以 要 求 由 <ma<…. 
B= ff1>> 去 ), Pw= (N (ENB. 
由 于 : 
B\Br=B(lf,,—f| < 六 ) 
故 
P= 和 zEB | 对 每 一 个 b> 入 皆 有 |fu(z) 一 了 az)1< 下 


显然 {f,,} 在 Fy 上 一 致 收 伍 于 了 令 了 = (Fy, 则 {fn,} 在 FF 上 


处 处 收敛 于 
”现在 只 要 证 明 m(B\F) =0 即 可 ， 由 于 


BF= 有 耻 吕 mr= 站 CNzw7= (1 Uz,, 
站 一 】 N=l 好 = 了 上 在 二 好 


故 对 每 一 个 NEN,， 
。140。 


m(BNPDSm([ U B,)< Pmp< 2 
m(E\F)=0. 日 


习 题 


i. 设 { 轧 } 是 吾 上 的 一 列 函 数 ,f 是 定义 在 互 上 的 国 数 ， 证 明王 中 所 有 使 
{f(z)} 收敛 于 f(z) 的 点 2 所 组 成 的 集合 如 可 以 表示 为 


5= 站 UU NN #4f,—fl<en), 


Ek=1l N=elNeN 


其 中 {eb 是 任 春 给 定 的 一 列 单调 减少 且 和 起 于 堆 的 正 数 . 

2. 设 {jfs} 是 可 测 集 召 上 的 一 列 可 测 国 数 ， 试 证 它 的 收敛 点 集 与 发 散 点 
集 都 是 可 测 集 . 

3， 试 说 明 也 ropoB 定理 中 , 条件 m 刀 一 十 oo 是 不 可 去 掉 的 . 


4.、 设 在 可 测 集 妃 上 加 一 > 了, 且 f(z) 一 g(z) (a.e.), 则 所 一 


5， 设 在 可 测 集 上 ,j。 一 >》 了 且 一 > 9, 则 在 BE 上 f(z) 二 g(x) (a. 


6， 证 明 JIysHH 定理 中 把 m8 过 十 co 的 条 件 去 掉 之 后 ,定理 仍然 成 雯 ， 

7， 证 明 JiysH 定理 的 逆 定 理 : 设 了 为 可 测 集 如 上 几乎 处 处 有 限 的 函 
数 , 若 对 于 任意 的 e 汪 0, 有 闭 集 了 ,使 FCE,m(B\F) < 之 e, fiy 在 上 是 连续 
. 示 数 , 则 了 在 下 上 是 可 测 函 数 ， 

8. 举例 说 明 Lebesgue 定理 在 m8 二 十 吕 的 集 思 上 不 再 成 立 . 

9， 设 在 可 测 集 上 可 测 函 数列 {f,} 依 测度 收敛 于 可 测 防 数 ,并且 在 吾 
上 C2) 志 fr1Cz) 几乎 处 处 成 立 (nEN)， 证 明 在 上 {f,《x)} 几乎 处 处 收敛 
于 f(z). 

10. 设 mB 过 十 oo, {f,} 和 {94} 是 吾 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 昭 数列 , 且 


mt LL 
4, 一 一 fg 一 一 9 证 明 


(1) f+9, — f+y, 
. 141 和 


(2) cj 一 > af (a 为 实数 )， 
(3) 1f.| 一 |， 
(4) sup{f,, 9»} = sup{f,g9},inf {fs,9a} —> inf{f,9}» 


(5) fgn 站 f9. 
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第 四 音 ”Lebesgue 积 分 


在 建立 Lebesgue 积分 之 前 , 有 必要 对 我 们 熟知 的 数学 分 析 中 
的 定 积分 ,也 就 是 Riemann 积分 的 定义 作 一 个 简要 的 回顾 . 
设 了 是 定义 在 区 间 [a, 妇 上 的 函数 ,在 [ca, 3] 上 任 取 一 组 分 后: 
4 二 Zw0 过 过 2 过"… 之 zx 二 5, 或 者 说 这 组 分 点 是 [a,51 中 的 一 个 分 
划 o. 令 z 
M,= sup f(z), m= inf f(z2). 


FELW Ts 2 EL -1 i] 


记 Az,= 二 x 一 Xi;-1; (1 二 1,2,…,%)。 分 别称 和 式 
S (og) = > MiAzi 8(0)= >, mM; Ar,. 
i = 1 i=1 


为 了 关于 分 划 c 的 大 和 与 小 和 ， 对 于 [9,5] 的 任意 一 个 分 划 , 血 有 
S(o)>s(co)， 并 且 大 和 组 成 的 数 集 有 下 界 , 小 和 组 成 的 数 集 有 上 


界 , 故 可 令 
(CRP) | f(z)dz=i 


(2) | f(z)az=sup{s(0)}. 
A 
并 分 别称 为 了 在 [a,5J 上 的 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 ， 
(B) | f(z)as> (8) | Yeae 


li. 


如 果 等 式 


(8) | f(z)az= (B) | fz)ds 


成 立 ， 则 称 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 。 简称 为 R- 可 积 。 这 时 
。143。 


它们 的 公共 值 称 为 了 在 [eo,5] 上 的 Riemann 积分 (或 定 积 分 )， 简 
称 为 R- 积 分 ,并 记 为 


(BR)| fC)az. 


我 们 知道 ,了 在 La,5j]j 上 是 ER- 可 积 的 等 价 于 当 La,5]」 上 的 分 成. 
数 co, 且 4(o) = max Azs->0 时， 


>, CM, — mAr—>0, 


若 令 @; 二 人 ;一 m;， 即 mw 表示 函数 了 在 第 个 小 区 间 上 的 振幅 ， 
则 于 在 [a, 565] 上 是 ER- 可 积 的 也 等 价 于 当 %->o0 且 4(c) 一 0 时 ， 


ri 
> OAzi->0， 
i=1 


因此 大 体 上 可 以 说 ,间断 点 “不 太 多 ”的 有 界 函 数 是 R- 可 积 的 ， 例 
如 fo, 5] 上 的 连续 函数 和 具有 有 限 个 第 一 类 间断 点 的 分 段 连 续 函 
数 都 是 R- 可 积 的 ， 严 格 地 讲 , 可 以 证 明 如 下 的 结论 : 

设 了 是 区 间 [a;2] 上 的 有 界 函 数 , 则 了 在 [a,8] 上 是 R- 可 积 的 
当 且 仅 当 了 在 [a,5] 上 的 所 有 间断 点 组 成 的 集合 是 零 测 度 集 . 

但 是 , 仍然 有 不 少 的 函数 不 能 包含 在 R- 可 积 的 函数 类 中 

例 1 考虑 区 间 [0, 1] 上 的 Dirichlet 函数 

p(s)= 全 者 z 是 [0, 1] 中 的 有 理 数 ， 
0, 若 2 是 [0,1j 中 的 无 理 数 . 

对 于 [0, 1] 的 任意 分 划 co 在 每 一 个 小 区 间 [z,- x:] 上 都 存在 有 理 : 
所 及 无 理 点 ,; 疏 M, 二 1, ?1; 二 0. 于 是 


DSM;— mi) Ari = > Ar,=1-50 
i=1 1=1 


因此 , Dirichlet 函 数 D(z) 在 [0, 1] 上 不 是 8- 可 积 的 . 
es 了 了 。 


由 此 可 见 , R- 可 积 的 沙 数 类 中 包含 的 冰 数 还 不 够 广泛 。E8- 积 
分 除了 有 这 一 个 缺陷 之 外 ,在 积分 的 运算 及 BR- 可 积 冰 数 的 结构 .上 
还 有 一 些 不 足 之 处 . 

例如 在 BR- 积分 中 积分 与 函数 列 的 极限 交换 次 序 的 条 件 , 在 一 
般 微 积分 教科 书 中 , 都 要 求 函数 列 是 一 致 收敛 的 , 1971 年 W. A.J. 
Luxemburg 证 明了 下 面 的 控制 收 敏 定理 ( 见 Amer, Math. Mont- 
hly, 78(1971), No.9,p970-979)， 不 要 求 负 数列 满足 一 致 收 纹 的 
条 件 . 

定理 (控制 收敛 定理 ) 设 

(1) ff 和 9 是 区 间 La,8] 上 的 B- 可 积 孙 数 且 9 非 负 ， 

(2〉{fs} 是 La,5] 上 的 一 列 -可 积 立 数 ， 

(3) Jfs(7)|I<9(72) (xzELa,b], aEN), 

(2) limf.(z)=f(7) (xzE[La,b)), 


出 
lim (B) | f(z)az=(B)| fz)ar. 


特别 地 , 当 9g(7z)== 履 (zxE[La,5j, MM 为 非 负 常 数 ) 时 , 上面 的 
定理 就 成 为 有 界 收 敛 定理 ,定理 中 要 求 极限 函数 是 有 -可 积 的 
条 件 是 不 可 少 的 .因为 即使 序列 {f,} 是 浙 升 的 有 界 序列 ， 也 不 能 
保证 其 极限 国 数 了 是 R- 可 积 的 ， 

男 外 ,关于 微 积分 学 的 基本 定理 


(B) | Fdt=f(2)—f(a) (aELe, 5) 


成 立 的 条 件 ,不 仅 要 求 了 在 Ca,5] 上 是 可 微 的 ， 而 且 要 求 了 在 [a， 
0] 上 是 有 R- 可 积 的 ，(Volterra 早 在 1881 年 就 作出 了 一 个 可 微 函 
数 ,其 导 孙 数 有 曾 , 但 此 导 羡 数 不 是 如 -可 积 的 .) 这 就 使 得 微 积分 
学 的 基本 定理 的 应 用 受到 了 限制 . 

7TA5 。 
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Riemann 积分 的 另 一 局 限 性 还 表现 在 R- 可 积 消 数 空间 的 不 
完备 性 上 ， 例 如 , 设 REL0,11 是 [0,11 上 上 R&R- 可 积 尔 数 的 全 体 ， 并 在 
[0,1j 上 定义 度量 吕 使 得 对 任意 的 1f,9EL0,1j, 有 


a(f,9) =(8) | 1f(z) 一 9(z)1ez 


可 以 证 明 , 在 此 度量 4 下 空间 RL0, 1 是 不 完备 的 ， 这 在 应 用 上 是 
很 不 方便 的 ,因为 在 近代 泛 函 分 析 中 , 很 多 重要 的 结论 往往 要 求 空 
间 的 完备 性 . 

为 了 改善 R- 积 分 的 这 些 缺 陷 ， 很 多 数 学 家 从 十 九 世纪 末 开 
始 , 致力 于 寻求 一 种 新 的 积分 理论 ， 在 1883 年 G.Cantor(1845 一 
1918) 首先 给 出 了 R* 中 任意 集合 的 测度 的 定义 ， 其 后 为 一 些 数 
学 家 给 出 了 类 似 的 定义 ，G.Peam(1858 一 1932) 在 1887 年 和 C. 
Jordan (1838 一 1922) 在 1892 年 对 测度 的 定义 作 了 较 大 的 改进 ， 
并 把 积分 的 概念 与 测度 的 概念 联系 了 起 来 .在 1898 年 Feano 在 
他 的 著作 中 指出 了 在 民 的 有 界 闭 区 间 上 的 有 界 非 负 邹 数 Riemann 
可 积 的 充分 必要 条 件 ，E，Borel(1871-1956) 又 进一步 建 六 了 民 
中 的 Borel 和 集 的 Borel 测度 理论 . 

H. Lebesgue(1875 一 1941)〉 在 积分 的 理论 上 匹 出 了 决定 性 的 
一 步 ，1902 年 他 在 “Intie grale, Longueur, Aire”(“ 积 分 ,长 度 ， 
面积 ) 的 论文 中 ,在 有 界 实 数 集 的 集 族 上 和 定义 我 们 已 获知 的 Leb- 
esgue 测度 。 在 这 个 基础 上 Lebesgue 又 定义 了 一 种 新 的 积分 ( 即 
Lebesgue 积分 )， 这 种 积分 的 可 积 羡 数 类 中 包含 的 函数 比 玉 - 积 
分 更 为 广泛 ， 在 积分 的 运算 上 具有 更 大 的 适用 性 及 灵活 性 ， 可 以 
说 Lebesgue 积分 在 很 大 的 程度 上 克服 了 RR- 积分 的 缺陷 ， 这 在 现 
代 分 析 的 发 展 上 具有 重要 的 理论 价值 ， 

在 Lebessue 以 后 ,还 有 很 多 的 数学 家 如 FE. Riesz(1880-1956)， 
A.Denjoy(1884- 不 详 ),J. Radon(1887-1956) 稳 人 进一步 改进 
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和 发 展 了 Lebesgue 积分 ， 对 现代 积分 理 论 的 基础 性 工作 方面 作 
出 了 重要 贡献 


在 本 章 中 ,我 们 将 把 Lebesgue 积分 简称 为 乙 - 积 分 或 积分 . 


$1 Lebesgue 积分 的 定义 及 性 质 


工 -积分 的 建立 可 以 有 多 种 不 同 的 途径 , 我 们 采用 一 种 由 简单 
到 一 般 的 方法 ， 先 定义 简单 函数 的 积分 ， 然 后 再 逐步 推广 到 建立 
一 般 函 数 的 积分 . 


考虑 可 测 集 互 上 的 简单 图 数 wm, 即 
(1. 1) p= Sols. 


这 里 如 是 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 五:(i = 二 1, 2,…,7) 之 并 , ls, 是 
EB 上 关于 下 :的 特征 函数 . 应 当 指 出 的 是 (1.1) 式 中 2 的 表示 式 .并 
不 是 唯一 的 . 然而 , 若 我 们 要 求 (1. 1) 式 中 的 cb，…cn 是 于 个 互 不 
相同 的 非 零 值 ,B;=B(p=6i) (一 1 22)， 则 阔 足 此 要 求 的 简 
单 函 数 的 表示 式 (1.1) 是 唯一 的 ， 我 们 称 它 为 9 的 典范 表示 式 
(canonical representation). 

在 本 节 中 ,我 们 总 是 假定 是 测度 有 限 的 可 测 集 . 

定义 1.1 设 在 可 测 集 妃 上 简单 函数 p 有 如 下 的 典范 表示 
式 


人 一 Vols. 
出 称 和 数 > cm, 为 简单 函数 gp 在 上 的 积分 (integral), 记 为 


| pT) dz = FosmBse 
"k 1 一 1 
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bt 和 


在 有 一 些 书 里 ， 把 积分 记 为 | w(z)zm， 是 为 了 强调 工 - 积 分 


与 也 -测度 馈 的 密切 关系 . 
对 于 [0,1] 上 的 Dirichlet 国 数 D(2), 由 定义 1.1 有 


| D(z)dz 二 mt{z|z 是 [0,1j] 中 的 有 理 数 } =0. 


如 果 简 单 函 数 9 的 表示 式 ， 不 是 典范 的 时 ， 我 们 有 如 下 的 : 
5| 理 ， 
引 理 1.2 设 是 互 不 相交 的 可 测 集 ,i 二 1,2,…,8) 之 并 、 


vp 是 如 上 的 简单 函数 ， 即 p= 之 jcs1s,, 则 


| eCz)az= DemB,. 
i=1 


证 明 从 cb C2,""", Cn 中 选 出 互 异 的 非 零 值 ， 并 设 为 1, V2 sy- 
,04 邻 4)=B(p=&)) 二 8,， 由 测度 的 有 限 可 加 性 ， 有 


| 
Qjm4Aj 二 ,cimB;， 因 此 
oi™ai 


| (z)az= Plumas >( > cmB, ) 


1=1 ‘d= 
ee 0 
虽然 在 可 测 集 上 的 简单 函数 9 的 表示 式 p= PDjcils,， 可 


以 有 不 同 的 形式 。 但 是 引 理 1. 2 却 表明 >,cimB 是 一 个 确定 的 


值 , 它 与 p 的 表示 式 的 形式 无 关 。 而 这 个 值 就 是 以 2 为 典范 表示 式 
。 了 48 。 


时 的 积分 值 ， 这样?| 理 1.2 就 拓 广 了 定义 1.1 的 适用 范围 . 
5| 理 1.3 设 p,y 是 可 测 集 瑟 上 的 简单 溯 数 ，a, PB 是 常 数 ， 
则 


|,(ap(z)+ Bp(z)ar=a| pz)az+B| YC)a. 
车 p 委 (oa.e.)，, 则 

| pz)az< | wz)az 
证 明 设 p 和 乡 的 典范 表示 式 分 别 为 


p 一 之)4;14， 芒 二 Di1s 
t=1 j=1 
所 有 的 交 4 和 了 0 一 1 2， 3 二 12) 组 成 有 限 个 互 不 相 
交 的 可 测 集 族 , 把 它们 记 为 8B,,B,,…,Ey， 则 
N x 
9 一 之 10415 ， $= 人 ,01z ， 
贞 一 上 k=1 
其 中 Es=A[{lB, 时 ， 0% = Qi, 0 一 Dj 一 1 2,…，237 一 1， 2， "yg 
Wi)。， 于 证 


xp 十 BNg 一 > (ao 十 B8)]1 
k=1 
由 3 引 理 1.2 得 


， 
| ee(z)+py(z))az= (aas + pb) mE, 


=1 


=a| pz)az+p| 8(z)dz， 


对 于 第 二 个 结论 , 由 于 区 一 2 是 马上 的 简单 函数 , 且 y 一 9 宕 0 
《c.e. ) 故 由 定义 11 有 


| yz)az— | ez)az= | yz) 一 wp(z))dz>>0、 0 
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设 f 超 可 测 集 如 上 的 有 界 浪 数 ,对 于 所 有 满足 p 委 /的 简单 函 
数 g 及 所 有 诺 足 py 之 f 的 简单 函数 ,由 3 引 理 1. 3 恒 有 


(1. 2) sup| gp(z)dz<sinf| yz)dz. 
.1 vf 再 


人 们 自然 会 间 , 什么 时 候 不 等 式 (1. 2) 成 为 等 式 ? 下 面 的 定理 给 出 
了 回答 . 

定理 1.4 设 了 是 测度 有 限 的 可 油 集 加 上 定义 的 有 界 函 数 . 
对 所 有 的 简单 冰 数 gp 和 


(1. 3) sup| p(z)dz 一 inf| p(T UN, 
sf.E v2f EB 


成 立 ， 当 且 仅 当 了 是 马上 的 可 测 函 数 . 
证 明 “ 撩 = 设 了 和 赴 有 分 可 测 困 数 , 则 存在 下 0, 使 得 
[f(r)I<M (rEEB). 
由 于 卫 可 测 , 则 对 于 任意 给 定 的 正 整数 7, 和 集 


本 四 (全 < (一 23 十 1 和 1 和 2)， 


是 互 不 相交 的 可 测 集 ， 且 到 = | 5..， 那 末 


k= 一 执 十 1 


M 知 
Jr 一 六 >， | (4 一 1) 1 ， 


冲 一 一 着 十 工 


Li 


_M ] 
br i 
则 对 任意 的 xEN, 丝 有 9 三 f 志 ys， 于 是 对 所 有 的 简单 函数 p 和 
Ch . 
。 了 520。 


M ~ 
~ 二 
sup| (7)dz> | on(X) x= ~ > (£—1)mE:, 


E=—Nn+l1 


inf | ,4(z)dz< | pa(Z)dz== 二 = > kmbE .. 


ed 


0<inf | %(z)dz 一 sup| p72)dz 
pf -如 家 


<| ,pz)az-| ws(z)az 


>, mb 


FE=—}p 1 


= mB—>0 (1%~>00 ) 。 


这 了 恕 证 明了 等 式 (1. 3) 成 立 ， 
一 > 设 等 式 (1,3) 成 立 ， 则 对 任意 的 xEN， 存 在 简单 函数 
Pn 和 pa 使 得 Re 


(1, 4) | wz) 0X 一 | wCoaz< 1 
令 p=supgpas y+ 二 infyry 则 gp*<<f<y*, 并 且 由 第 三 章 定理 3.5 
知 ,p* 和 多 * 都 是 可 测 涪 数 . 令 


A= {rxEBE|p"(r)<y*(7))}. 


Ar=}zEB lp*(z)<y*(7)— 如 


则 A=- (A, AC jzlps(z)< 加 (z)- 天 | 、 由 (L 4 式 知 


RS1 
< | | ee | . 
mA 号 re a ee 
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对 任意 的 zxEN 都 成 立 ， 由 % 的 任意 性 可 知 上 式 左 端 必 等于零， 
天 mA 一 0(KEN), 故 mA = 一 0。 这样 , 除去 一 个 零 测 论 集 之 外 ， 有 
9* 一 罗 *， 从 而 除去 一 个 零 测度 集 之 外 ， 有 pgp*= 二 f， 因 此 ,由 第 三 
章 引 理 3. 9 便 得 到 了 是 可 测 尔 数 . 昌 
从 上 面 定理 1. 4 的 证 明 过 程 中 ， 可 以 得 到 如 下 的 两 个 等 价 
命题 : 
(1) 了 是 测度 有 限 的 可 测 集 妃 上 的 有 界 可 测 国 数 . 
《2) 设 jf(z)|< 之 好 (zxEB)， 对 [一 以 , MM] 的 任意 一 个 分 划 
—M=y_,<y-_a y=, 
令 BE.=EB(y,- fy) (一 7 十 1 过 R)， 当 nn->c0 日 /= 
max |y:—y:-1|—>0, 对 任意 的 54E[Ly-1,， Yrj， 和 式 的 极限 


一 为 1 


lim Si emBr 收 红 Q， 


”定义 1.5 设 万 是 可 滑 集 由 m+co，f 是 定义 在 上 的 
有 界 可 测 函 数 ,我 们 称 sup| ,pCz)dz( 其 中 9 为 任意 满足 p< 的 
简单 函数 ) 为 了 在 五 上 的 工 -积分 (简称 积分 ), 记 为 

| .fo)az=sap| (za 


由 定理 1.4 我 们 可 以 说 在 测度 有 限 的 可 调集 上 的 有 界 可 测 国 
数 是 工 -可 积 的 (简称 可 积 ). 这 时 有 者 可 测 饥 数 了 在 加 上 的 积分 
也 可 表示 为 


Leip 


其 中 少 为 任意 满足 y 宇 f 的 简单 函数 ， 可 以 看 出 定义 1.5 是 定义 
1. 1 的 推广 ， 


当 了 ==[a, 5] 时 ,了 在 [a,bJ 上 的 积分 |，， f(z)dz 也 可 记 为 
es 7I2 。 


| 7Cz)az 

下 面 的 定理 指出 , 对 区 间 [La,3j 上 的 有 界 尔 数 而 言 ， 工 -积分 是 
才 - 积 分 的 推广 

定理 1.8 设 j 是 La 2 上 的 有 界 函 数 , 车 f 在 [a,5] 上 是 R- 
可 积 的 , 则 了 是 可 测 的 (从 而 是 五 -可 积 的 ), 且 

(FE) | f(s)ar= | f(a. 

证 明 考虑 了 在 [c, 如上 的 R- 积 分。 沿用 本 便 开 始 所 使 用 的 
符号 , 对 [ao, 下 的 任意 一 个 分 划 ac， 分 [ac， 的 为 4 个 小 区 间 [zi-1， 
2 让 .在 每 一 个 小 区 间 上 了 到了 天 数 值 Kz) 的 上 确 界 MM, 及 下 确 界 mm 
《1? 1 ， 2 ~ 1n)， 所 作 的 大 和 与 小 和 分 别 为 


S(o)= > ,M,Az,, s(0)= > miAzs. 
i=1 t=l 
它们 可 以 分 别 看 作 简 单 函数 
多， 一 > My. .1s Pn = > ozil 
t 一 1 i 二 1 


的 积分 ， 即 
S(o)=| ys(z)dz，s(c)=| pu(z)az 
故 


(R) | fs) =supis(o))} <sup| ,pC2) a 


<inf | yr) dr<inf {8 (0)} 
$f o 

=(E) | Fa) 

其 中 四 半 妆 是 所 有 满足 p 委 三 与 % 之 了 的 简单 消 数 ， 由 假设 了 在 
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[a,5] 上 忍 - 可 积 ， 故 上 面 的 不 等 式 应 该 成 为 等 式 ， 由 定理 1. 4 便 
得 到 f 是 可 测 函 数 ， 再 由 定义 1.5 知 f 在 [a,58] 上 的 R- 积 分 与 5- 
积分 相等 、 中 

但 是 我 们 应 当 指 出 ， 定 理 1. 6 的 道 定理 并 不 成 立 。 例 如 前 面 
我 们 讲 过 的 Dirichlet 畏 数 就 是 一 个 例子 . 

定理 1.7 设 了 和 9 是 测度 有 限 的 可 测 集 召 上 的 有 界 可 测 六 
数 , 则 下 面 的 运算 性 质 成 立 . 

(1) 线性 


(1. 5) | [fz) + g(7) ld =| f(z)ds+| gz ). 


(6) | af(z)dz=a| f(z)dz (a 为 常数 ) 
《2) 行 了 一 9(a.e. ) 则 
| f(z)adr=| gz) i 
(3) 在 fg9(a.e.), 则 
| ,frar<| gz)a. 
由 此 可 得 ， 
| fear <| FD) 
(4) 车 a<f(z)<5b (zxeB)， 则 
on 二 | f(z)dlr<bmB,. 
当 mE=0 时 ， | f(z)dr=0; 


当 fj 之 0 时 ， | f(r) dz>0 : 


(5) 若 妃 =4UB, 4 与 B 是 可 测 集 , 且 4 站 B= 名, 则 : 
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| f(z)ar=) for)a + | fr). 


证 明 (1) 设 pi 是 满足 ,二 1 的 简单 函数 ,ps 是 满足 px 和 9 
的 简单 图 数 ,， 则 91 十 9; 是 简单 锅 数 ,日 2 十 Ps 委 ff 十 9. 于 是 


| cfz?+e(z)]az>| Cpi(z)+ pa(z)Jd 


=| wi(z)dz+| wx(z)az 


对 上 式 右 端 两 个 积分 分 别 对 所 有 满足 O 委 1 的 简单 国 数 gp1, 所 有 
满足 w* 委 9 的 简单 函数 ps 取 上 确 漠 , 则 得 


[EFC2) + 9(2)Iar>| FC7)ds+ | g(r)ar. 


男 一 方面 , 设 简单 函数 殷 之 户 罗 2 它 9. 则 男 十 % 是 简单 国 数 ， 
且 多 十 %2 过 HH9 于 是 有 


| CEfKz?+%z7i 和 | [yz)+Ya(z)]a 


=| mw(z)az+| yalz) 
上 式 右 端 的 两 个 积分 分 别 对 所 有 满足 之 f, :之 9 的 简单 函数 汉 
与 加 取 下 确 界 , 则 得 
| [rz) -rz)]az<| fz)ar + | sz)a， 
因此 , (1. 5) 式 成 立 . 
车 a=0 时 ,显然 (1 6) 式 成 立 ， 现 设 < 失 0， 那 未 ” 是 简单 函 


数 . 当 且 仅 当 agp 是 简单 阔 数 . 
当 4 二 0 时 . 


| afCz)ar 二 sup| ,<p(z )ar 一 0 sup | pCa 


=o| f(z7) dx. 
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当 4<0 时 ， 


| af(r)dr = sup | ap(z)dz =sup | aop(z)dr 
.FE apsa 了 了 JE sf 18 


=ainf | p(z)dr= «| fz) er. 
(2) 我 们 只 需 证 明 
| EfCz)—g(2) dz =0 


即 可 ， 由 于 } 一 9= 0(a.e, )， 则 对 任意 的 简单 图 数 p 夺 f 一 9， 有 
v0(a. e. ), H. 


| w(z)r<0 
于 是 
{C15)—9(z) a = sup| pz)az<0 
同样 , 对 任意 的 简单 函数 之 f 一 9, 有 
[rf yz)Jar= snp| wz)dz>>0 
故 有 
| [f(z)—g(z) ldz =0. 


因此 , (2) 得 证 . 
其 余 的 证 明 ， 请 读者 自己 完成 ， 在 证 明 的 过 程 中 只 要 注意 到 
下 面 的 明显 结论 : / 


{1rd =mB. 
及 当 ACE 时 ， 
{fr)ar=| Ka)14z)az。 
就 可 以 了 


* 了 了 26 。 


习 题 

4， 设 mm 下 一 十 co, 有 办 函数 了 在 已 上 是 了 -可 积 的 ， 证 明 函 数 户 ， {fi 在- 
五 上 也 是 上 -可 积 的 ， 

2， 蕉 五 为 有 界 可 测 集 ,1s(z) 是 特征 颐 数 , 则 有 

| Le(w) dr=mb. 
# , 

3， 设 fo) 是 测度 有 限 的 可 测 集 召 上 的 有 界 可 测 状 数 ， 且 6 委 帮 oz) 乏 请 

(xE8), 证 上 明 amE<| faz<bmE. 
iy 

4. 设 了 和 9 是 测度 有 限 的 可 测 集 召 上 的 有 界 可 测 函 效 ， 若 在 如 上 有 
f<g(a.e.), 证 明 | faz<| gdz. 
@” ,7 为 无 理 数 ， 
0, z 为 有 理 数 . 


| tj fz) dz. 


5. 若 [0, 1] 上 的 函数 Fa) 一 计算 


6， 若 f 宕 0， | faz==0, 则 在 如 上 有 f=0(a. 。.). 


$2 一 般 可 积 函 数 


在 § 1 中， 我 们 讨论 了 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 有 务 可 测 禾 
数 的 积分 ， 在 本 节 中 我 们 逐步 将 积分 的 定义 加 以 推广 . 

首先 ,我 们 考虑 在 测度 有 限 的 可 油 集 百 上 的 非 负 可 测 铺 数 ( 可 
以 是 无 界 蚁 数 ) 的 积分 ， 

设 了 是 可 测 集 吾 上 的 非 负 国 数 ，j1 为 如 上 恒 取 常数 值 1 的 
函数 ， 即 lx(z) = 二 1 (zxE8)， 令 [fj, 二 inf {f,%lz}， 部 对 每 一 个 
Xb, 

f(z)， 当 f(z)<n 时 ， 
2 当 所 2z) 二 2 村 . 
e。 了 37 ee 


[fj 7)=inf {f(z), 2}= ; 


这 样 我 们 得 到 了 一 列 有 界 的 单调 增加 的 非 负 函 数 {[f],}, 即 
OLf] [Lf je je…. 
者 1 起 娟 上 的 可 测 孙 数 , 则 [fj 是 召 上 的 可 测 图 数 〈 见 第 三 章 定 


理 3.5), 并 且 是 有 乔 的 , 故 [Lfj, 在 召 上 可 积 。 从 而 1 [zazf 


是 单调 增加 的 数列 ， 
定义 2,1 设 刀 是 可 测 集 ,mB< 二 co， 了 是 妃 上 的 非 负 可 测 


函数 , 则 极限 lim | [fj],(z)dz 可 能 是 有 限 数 ,也 可 能 是 十 co. 我 们 
称 此 极限 为 了 在 轧 上 的 积分 , 记 为 
| fdr =lim| [f(z)&. 


奇 上 式 右 问 的 极限 是 有 限 数 时 ， 则 称 了 在 召 上 可 积 ， 否 则 称 了 了 在 
五 上 的 积分 为 十 oo. 

注 1 在 定义 2.1 的 假设 下 ， 我 们 可 以 任意 取 一 列 单调 增加 
超 于 十 ce 的 正 数 {47}. 令 [ 门 w 一 inff 太 As}， 则 


(2.1) | fc =lim| [wz) 


事实 上 ， 对 任意 的 iEN， 存 在 n,EN 使 及 ,<no， 从 而 Ff] 苹 
工 门 。。 于 是 


| Eu(z)azs| [PCz)az<| 7z)az. 
故 当 i->eo 时 , 左 端 的 极限 存在 ， 且 
lim| [fm Cz)dr | F(z). 


力 一 方面 ， 对 任意 的 neEN, 存在 ioEN. 使 nM 》 从 而 [fj] 
-< Lf jai, . 于 是 


| [aazs| CFI) dr lim| CF,C2) a. 


- 138* 


上 式 左 加 令 8->co， 则 得 
| etzslim| [站 waz 


因此 (2. 1) 式 成 立 . 由 (2. 1) 式 可 以 看 到 ， 若 右 端的 极限 是 有 限 数 
时 , 了 在 五 上 可 积 . 否则 了 在 如 上 的 积分 为 二 oo， 
现在 去 掉 mm 妃 一 十 co 的 限制 . 
定义 2.2 设 是 定义 在 可 测 集 召 上 的 非 负 可 测 函 数 ， {8,}- 
是 一 列 测 府 有限 的 可 测 集 , 并 满足 
ECEC Ch CEC.., 


p= UB, 
由 定义 2.1, 了 在 每 一 个 ,上 都 有 积分 | ，f(z)a, 并 且 
| fa<| fra) fs) 


级 限 lim | ，f(z)az 可 能 是 有 限 数 ， 也 可 能 是 十 oo， 我们 称 此 极 - 
限 为 了 在 再 上 的 积分 ， 并 记 为 
(2. 2) | f(a =lin| f(r)dz. 


若 (2. 2) 式 右 剖 的 极限 是 有 限 数 时 ， 则 称 | 在 玉 上 可 积 ， 否 则 称 了 
在 总 上 的 积分 为 + co. 

注 2 我 们 指出 ,由 (2.2) 式 所 定义 的 了 在 召 上 的 积分 与 { 瑟 小 
的 选取 无 关 ， 也 就 是 说 ,者 为 有 一 列 测度 有 限 的 可 测 集 {2" 满足 


i 


FICFC... FC ,HE= U rl 


in| Hs) tm], 1(7) 


现在 去 掉 f“ 非 负 ” 的 限制 ， 我 们 仍然 采用 记号 f= 二 sup{f,0} 
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与 扩 =sup{ 一 了 ,0}, 即 对 每 一 个 xE€E， 
A(x)， 当 f(z) 宇 0 时 ， 
0， 当 拨 Z)<0 时 . 
=j(2) (7) 志 0 时 ， 

Fe-apf fe),0 = 妆 FO<0 时 
显然 ,f= 广 一 广 且 | 思 = 廊 十 广 ， 当 了 是 召 上 的 可 测 函 数 时 ， 广 
与 f° 是 如 上 的 非 负 可 测 冰 数 ， 

定义 2.3 设 了 是 定义 在 可 测 集 丸 上 的 可 测 邱 数 . 若 因 与 广 
在 五 上 恬 可 积 时 ， 则 称 在 加 上 可 积 。 这 时 定义 在 召 上 的 积 
分 为 


+(z) = sup{f(z), 0} i 


| fz)ar=| PFCz)a 一 | f(z)ar. 


若 上 式 右 端的 负 个 积分 中 仅 有 一 个 积分 为 十 cc 时 ， 我 们 说 了 在 马 
上 有 积分 (其 值 为 十 oc 或 一 c); 若 上 式 右 端的 两 个 积分 背 为 十 oo， 
旭 我 们 说 了 在 召 上 的 积分 没有 意义 ,或 者 说 没有 积分 ， 

下 面 我 们 给 出 积分 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 2.4 设 刀 是 可 测 集 ， 


(1) 车 mB=0, 则 对 已 上 的 任意 函数 了 民有 
| ,f(z)ar=0. 


(2) 若 了 在 召 上 可 积 , 则 了 在 妃 上 几乎 处 处 有 限 , 娃 
mB(f=+o)=0, ma(f=—%)=0. 
《3) 若 了 在 妃 上 可 积 , 4 与 BB 是 可 测 集 ,=AUB 有 目 4 站 B= 
‘人 ， 则 了 在 4 与 B 上 可 积 , 且 有 


| f(z)ar=| f(z)ar +| f(z)ar. 


上 反 过 来 , 若 了 在 4 与 如 上 可 积 , 则 了 在 五 =4U 上 可 积 . 
证 明 (1) 由 于 m 瑟 一 0， 则 了 是 召 上 的 可 测 国 数 。 并 且 对 任 
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意 的 neEN, 由 定理 1. 7(4) 有 


(0°) d=0, | [fz)dr=0. 
从 而 


| ,fsa 一 lim| Lf* Jz) de —lim| [fz2)de 
=0. 


(2) 记 了 ,= 二 B(f 二 十 09), 二 (f= 二 一 00)， 我 们 用 肥 证 法 、 
假设 m 玉 =0>0, 则 对 任意 的 aEN, 均 有 


fC | CF Cf) a 


=n6, 
令 n>00, 则 得 


| .f(z) 上 = +eo， 
这 与 了 可 积 巴 盾 , 故 m 有 ,一 0。 同 理 可 证 mB:=0 
(3) 由 于 了 在 如 上 可 积 , 则 f* 与 六 在 百 上 氏 可 积 ， 设 {B 
是 一 列 测度 有 限 的 单调 增加 的 可 油 集 , 旦 如 = [j B,。 令 4,= 


8.NA4，B, 二 8, (18， 则 {4,} 与 18,} 都 是 单调 增加 的 可 测 集 列 .， 乞 


，B=【]B,, 且 4, 站 B,=(nEN)， 由 定理 1.7(5) 有 


=U 4 
上 ee 加 


=lim lim 


lim Jim (| Cf° za t+, CFAz)a 
-lin(] | Cot | f*(z) ) 


i 


= | f°)az+ | f(r)a. 
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同 理 
| 广 (za=| 三 (za 二 | f(z)d. 
因此 
| f= | FC) ) fe) 
=| fC)dzt| fC)ar—| f(r)an 
一 | f-(z)d 
=| f(z)dr+| f(z)a. 
反 过 来 ,结论 显然 成 立 ， 昌 
我 们 用 归纳 法 可 以 把 定理 2. 4 (3) 推 广 为 
推论 2. 5 〈 有 限 可 加 性 ) 设 在 可 测 集 已 上 可 积 , B= [jj B，， 


万 ,,8,,…, ,是 筷 不 相交 的 可 测 集 ， 则 
| fa)ae= | Fo)de tet |, Fz)ae. 


定理 2.6 设 加 是 可 测 集 ， 
《1) 若 了 在 如 上 可 积 , g 二 了 (a. e.)， 则 9 在 石上 可 积 , 且 


| flz)mz=| 5 (zydx. 
《2) 苦 了 和 9 在 已 上 可 积 , 太 和 9y(c.e,.)， 则 
| f(z)ar<| gr) dr. 
(3) 车 f 在 上 可 积 , 且 a<f(z)<b (zeEB), 则 
amE<| f(z)dz<bmB. 国 


证 明 (1) 令 4=B(fXg), 则 m4=0， 由 定理 2.4 知 , 9 在 
ss I62?® 


4 及 BN4 上 可 积 ， 从 而 g 在 恕 上 可 积 .有 
9G) =) gs)art | gz)ae 


=) fs) | fra 


=| f(z)ds. 


《2) 与 (3) 的 证 明 , 请 读者 自己 完成 . 曲 

定理 2. 6(1) 表 明 , 在 测度 为 零 的 集 上 改变 函数 值 ， 既 不 影 畸 
天 数 的 可 积 性 ,又 不 改变 函数 的 积分 值 . 

推论 2.7 设 了 是 可 测 集 已 上 的 国 数 , 若 1 了 =04a.e. )， 则 


| f(r) dz=0. 
反 过 来 ,车 f>0(a.e.), | f(z)dz=0, 则 f=0(a.e.).、 


因此 ，| 1f(z)1 和 z=0. 当 且 仅 当 f=0(a.e.). 


定理 2.8 设 Z 是 可 测 集 , 若 f 和 9g 在 加 上 可 积 .a 是 常数 ,出 
f+g 和 af 在 上 演 可 积 , 且 


(2.3) | cf) + 9) d=| fr)aet | gr) a, 


(2. 4) | af (2) a =o| f(z)i. 


证 明 (1) 设 f 和 9g 在 五 上 非 负 可 积 ， 对 任意 的 neEN 及 
XE ,下 列 不 等 式 成 立 : 
(2.5) [f+9l(7)SLf C2) + 9 (7)<Lf+ g(t), 
由 定理 1.7 有 


{Ef+9 7) <) [oz 十 | [9]。(z)a 
<| fr)ar 十 | 9) a. 
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上 起 左 端 , 当 wa->co 时 极限 为 有 限 数 , 故 f 十 9 在 媚 上 可 积 . 且 
| Ce?+gCzJa<| fa + | wz)az 
同样 , 由 不 等 式 (2.5) 又 有 
| [fz)a+ | [zes| LF+ gn(z) de 


<| f(z) + 67), 
令 和 > oO， 得 到 
| feat+| rz)az<| [fc)+9(D]E. 


故 (2.3) 式 成 立 ， 容 易 证 明 , 当 m8 二 十 %% 时 ,(2.3) 式 仍然 成 立 . 
现 设 了 和 9 是 如 上 一 般 的 可 积 国 数 .由 定理 2. 4(2), 不 妨 设 
f(z) 和 g(x) (zc 及 ) 都 为 有 限 值 ， 由 于 
[十 9 委 广 十 9 
[fj 十 休 - 委 三 十 9 . 
而 矿 , 包 ,二 ,9 在 互 上 和 缘 可 积 ， 容 易 证 明 ( 见 本 节 习 题 1 )，[Lf 十 
9 与 [f+9j 在 吾 上 也 可 积 , 因 为 
(f+—f°)+(g9*—g9") 
一 了 十 9 
一 (二 9) 一 (十 9 三 ， 
所 以 | 
(十 9)+ 十 大 十 红 一 (十 9 十 并 十 8+， 
得 前 面 已 证 的 结论 , 便 得 
| ,G+ art | 广 (ztz+| 9(Cz)a 


=| (f+9)-(z)dz 二 | f(a)dz+ | 9 (za 


了 6 于。 


| ce)+oe)] 可 = | fz)ae+| gC7) a 
(2) 设 了 在 石上 非 负 可 积 ，m 四 一 二 co， 车 a>0， 对 每 一 个 
-EN, 有 
Caf Jas = aL fj,. 
这 里 ,[af jo, =inf {af, anls}， 因 为 正 数 列 {an} 单调 增加 ， 且 趋 
于 十 co。， 故 由 定义 2.1 后 面 的 注 1, 得 


| afC2) 0 = lim| CafIonlz) 
=alim| [Lf],(z)d 


=a| f(z)a. 
车 a 过 0， 则 (gf)*= 二 0，(af) -= 二 (一 a)f， 由 定义 2.3 及 上 面 
所 证 ， 
af)a=—| cp -G2) d=) (0) fz) 


=a| f(z)dz. 


” 当 m 思 = 十 co 时 ,以 及 f 为 了 上 的 一 般 可 积 函 数 时 ,容易 证 明 
《2. 4) 式 仍然 威 立 ， 
定理 2.9 〈 绝 对 可 积 性 ) 设 f 是 可 测 集 召 上 的 可 测 函 数 ， 则 
了 在 如 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 | 有 | 在 吾 上 可 积 。 当 f 可 积 时 ， 
有 


| fm <| If) 1a. 


证 明 必要 性 ， 设 f 在 上 可 积 , 则 f* 和 f- 在 上 可 积 .从 
而 | 用 =f*+f- 在 如 上 也 可 积 . 
充分 性 ， 设 | 有 | 在 加 上 可 积 , 由 于 六 过 | 用， 入 秋月 ， 故 请 
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和 地 在 五 上 可 积 . 从 而 了 = 让 一 广 在 如 上 可 积 ， 
当 了 可 积 时 ， 
| IFCz) lar=) Fr(z)az 二 | 六 (za 


>|| .fr*(z)a 一 | 7(z)az | 


=|| Fo)az|. I 
定理 2.9 说 明 元 -积分 是 一 种 具有 绝对 可 积 性 的 积分， 这 一 

点 有 别 于 8- 积 分 理论 中 的 广义 积 分 ， 因 此 Riemanan 广义 积分 : 

中 的 有 关 结 论 ， 对 万 -积分 来 讲 并 不 都 是 适用 的 、 下 面 的 例子 表 

明 ， 广 义 RB- 可 积 孙 数 并 不 一 定 是 -可 积 的 ， 这 一 点 读者 务必 要 
例 1 考虑 [0,1] 上 的 国 数 了 

sin 二， 其 zxE(0,1]， 

0， 2 

读者 熟知 , 函数 了 是 广义 BR- 可 积 的 ， 但 是 | 了 | 不 是 -可 积 的 ， 


事实 上 ,f 在 | 二 ,1 | 上 有 界 且 1f(z)1 = 二 | in 去 |, 故 f 在 | 二 ， 
1] 上 是 R- 可 积 的 , 从 而 是 -可 积 的 ， 因 此 / 
fo 和 > | FD 


f(z) = j= 


sinL| dwr 一 十 co (nn~>00). 


(人 


这 说 明 |f 1 在 [0,1] 上 不 是 二 -可 积 的 . 因此 在 [0, 1] 上 也 不 是 工 - 
可 积 的 
定理 2.10 《绝对 连续 性 ) 设 f 在 可 测 集 媚 上 可 积 ， 则 对 任意 
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的 e 二 0, 存 在 着 6 二 0, 使 得 当 4CEB 且 m4<6 时 ,有 
| fz) 
证 明 设 {8} 是 一 列 单调 增加 ， 测 度 有 限 的 可 测 集 ， 且 也 一 


<<e。 


E:， 由 于 在 召 上 可 积 , 故 |f | 在 加 上 也 可 积 。 从 而 对 任意 的 


Cs 


此 


k=l 


z>0, 存 在 着 如 aEN， 使 得 
i e 
[lf a= |, Hl [fiw< 台 


[fC < 


令 5= 地 , 则 当 4C7 了 且 m4<8 时 


[lane 


lat | ,CFC + 


[os 


tcfhe 
<| feet) (HI-LIfDDa 


+| ED 
| 
e Ee I 
<3+ 人 十 nm 
< e。 人 0 
习 是 


1. 设 9 在 可 测 集 巴 上 可 积 , 且 9g 宇 0，f 是 吾 上 的 可 测 函 数 ,0 志 f<g, 证 
朝 f 在 有 上 可 积 . 且 有 
。 67 。 


让 和 


| f(z dzr<| og (zw) dr. 
~、 | 


2， 设 了 在 可 测 集 已 上 可 积 ，B 是 五 的 可 济 子 集 ， 证 明了 在 B, 上 也 
可 积 ， 
3. 设 mB>0,f 是 上 的 可 积 函 数 , 且 在 如 上 >0(a.e. )、 证 明 


| f (dr>0. 
4 设 f 是 可 测 集 加 上 的 可 积 函 数 ， 若 对 于 任意 的 可 测 集 eCE, 都 有 
| f(r)drt=0. 


证 明 f 在 召 上 几乎 处 处 等 于 零 . 
5，, 设 ff 是 可 测 集 五 上 的 可 积 函 数 . 若 对 于 任意 的 百 上 的 有 界 可 测 函 数 
9 都 有 


| fC) p(s) dr=0, 


证 明了 在 五 上 几乎 处 处 等 于 零 ， 
6， 设 mE< 十 o,f 是 如 上 的 非 负 可 测 函 数 , 令 本 一 5 一 1 委 j < 由 ,证 


明 下 在 如 上 非 负 可 积 的 沈 分 必要 条 件 是 Ta.m 居 二 十 oo 
二 1 
7,， 设 mB< 十 co，f 在 BB 上 可 积 . 令 6, 二 8(f 光 sn)， 证明 limn (me,) 
一 0, , 
8， 设 ff 是 -a,5] 上 的 可 积 函 数 ， 试 证 明 对 任意 的 e 汪 0, 必 存 在 [a, 6] 上 
的 连续 鸭 数 Pps 使 


| 1f-w ldz<e, 
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$3 积分 的 极限 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 几 个 求 积 分 与 求 极限 交换 次 序 的 重要 
定理 ， 从 这 些 定理 中 我 们 可 以 看 到 在 L- 积 分 中 ,积分 与 极限 交换 
次 序 的 条 件 比 起 R- 积 分 来 要 弱 得 多 .这 正 是 工 -积分 的 优越 性 . 

车 把 定义 2. 1 与 定义 2. 2 合 起 来 考虑 ， 则 它们 给 出 了 可 测 集 
丸 上 的 非 负 可 测 函 数 f 的 积分 的 定义 . 我 们 在 下 面 的 引 理 中 给 出 
积分 定义 的 另 一 种 等 价 形式 . 

引 理 3.1 设 了 是 可 测 集 忌 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 


(3.1) | fa) 二 =sap|,w(z)z 


其 中 上 确 界 是 对 所 有 满足 如 下 条 件 的 有 界 可 测 函 数 p 而 取 的 : (a) 
0 和 和 扫 fi; (bmB(opXO0) T+ oo. 

证 明 noise 
为 更 /， 易 见 每 一 个 ?E91s 在 四 上 湛 可 积 ， 


frac v2) de, 
故 


(3. 2) | f(z)a>sap | ， p(7) dr, 
若 (3. 3) 式 右 端 为 +co, 则 (3. TD) 起 成 立 . 
现 设 (3. 2) 式 的 右 端 < 十 oo 或 者 说 | pl wen \ 是 有 


se 6。 


界 的 ， 设 {E,} 是 一 列 单调 增加 测度 有 限 的 可 测 集 , 且 一 = UB 


k=1 
由 定义 2. 1 与 定义 2.2 
(3. 3) (fz)ar =lim lim | [站 (zaz 
定义 召 上 的 函数 px =[f],15,, 即 对 每 一 个 zeB, 有 
Cf 1(7), 看 TEE ,, 
,1(7) = 1 0， 车 xzEB\B,, (7, KEN), 
和 出 | Pn s (n, kEN)EH 
| per (za ={, CFC#)a. 
由 (3. 3) 式 知 , 对 任意 的 e 之 0, 存在 n,sEN ,使 得 
| gar C7) = | [za>| f(r) —e. 
救 | 
sup|， p( z)dz>| f( 7)dz, 
因此 , 由 上 式 及 (3. 2) 式 得 到 (3. 1) 式 成 立 ，0 
定理 3.2 (Levi 定理 ) 设 {f,} 是 可 测 集 恕 上 的 一 列 可 测 函 
(1) Of(7)<f Rf (rR, 
(2) limf(7)=f(2). 
则 
(3. 4) |， f(z) dr =lim a | f(r)ds. 


证 明 由 条 件 (1) 及 第 三 章 推 论 3. f 是 吕 上 的 非 负 可 测 


Rk < [cn 


e 了 7OD 


令 n>o0 得 
(3. 5) lim| f(z)dr<| fz)dr. 


下 面 来 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 我 们 仍 沿用 引 理 3. 1 证明 中 
的 记号 儿 ;, 对 于 任意 的 ps 攻 ;, 及 任意 满足 :0 二 c<1 的 数 c, 对 
每 一 个 nxEN, 今 
EB,=E(f 之 cg)={rEE|f,(7)>cp(7)), 
则 每 一 个 ,可 测 ( 见 第 三 章 $ 3 习题 2). EB,CE,C'…CEh,C.…，, 


且 有 = |]B。 因为 0<p<f, 因 此 对 于 zxEE, 若 f(z)=0， 则 x 


防 二 1 


;车 f(z) 之 0, 而 p(z)>cp(z), 则 存在 nxEIN, 使 得 zEB,。 容 易 
看 出 


(3.6) [fs 六 (zzz>o| pod EN). 


记 4=B(y 夺 0), 则 m4<< 十 co。 由 于 4= 志 (8, 站 4)， 故 当 n 一 


co 时 ， 
|, wo = | wz)az -| wz) 各 = | (z)az. 
因此 , 当 w->oo 时 ,由 (3.6) 式 得 到 


En] fn >0), pls) 
由 。c 的 任意 性 (0 过 ec 过), 我 们 得 到 

lim| faz) >| (za 
由 于 9 是 用 中 的 元 素 , 由 引 理 1 可 知 


lin] far) > | 1) 
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i 于 二 


由 上 式 及 (3.5) 式 , 便 得 到 (3. 4 委 式 .1 
定理 3.3 ( 逐 项 积分 定理 ) 设 {f,} 是 可 测 集 加 上 的 一 列 非 负 


可 测 函数 ， 上 是 f(z) = (2) (xEF), 出 
人 KoDe= Df). 
证 明 由 于 ;7 下 是 瑟 上 的 一 列 单调 增加 的 可 测 函 数 , 旦 对 
每 一 个 zcB， lim >f,(z) 一 J(z)， 由 定理 3.2, 则 有 


| fer)ar =tin] Ds) = DL) pz)ae 0 
定理 3.4 (积分 的 可 数 可 加 性 ) 设 是 可 济 集 杞 上 的 可 积 了 
数 , 刀 = LU B。 其 中 {B} 是 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 


pm= SD), row 
证 明 对 太 , 定 义 所 =f*.15,, 即 对 每 一 个 zc 有 
Fr(z)， 荐 zEB。 
1 一 若 zERNE ， 


如 | 六 = 5,. 应 用 定理 3.3 


| r (7)dz= | f(r) = 于 | fe) 


司 样 可 得 
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| fo = 3 fd, 
油 于 在 上 可 积 , 则 
[fr)ar=| 广 (Di 一 | fe)ar 


-| f(x)adzr— > f(r)dr 


= fu. 上 


定理 3.5 (Fatou 引 理 ) 若 {f,} 是 可 测 集 如 上 的 一 列 非 负 可 
测 函数 , 则 


3, 7) | limfa(z) de<lim | fn(7T)ar, 
加 ”天 二 2 no 加 


证 明 对 每 一 个 nEN, 令 yn =inf {f,, fnr+1 “}， 则 {9»} yi 
上 一 列 单调 增加 的 非 负 可 测 立 数 , 且 对 每 一 个 x&B， 


lim f(z)=limg,(z). 
抽 Levi 定理 (定理 3. 2) 并 注意 到 9g, 志 f,, 则 
| limfa(z)d =lim| oo(z)az 
| (za 


<him| fz) : D 


注 ”Fatou 引 理 中 的 不 等 式 (3. 7) 在 某 些 情况 下 , 可 能 是 严格 
芍 不 径 式 ， 例 如 , 考虑 区 间 [0, 1] 上 的 函数 序列 {f。) ,其 定义 为 


。 了 7 了 


和 


,co 1) 


0， 若 zE[0， IN， 元 ) 


1 
则 对 每 一 个 zxE[0,1]， 有 f(z) 一 1imy (7) 一 0， 关 而 在 10,1J 上 - 
的 积分 为 零 ， 但 是 f 在 [0, 1] 上 的 积分 为 1, 故 
| f (2) dz < lim | f(z) dr 
[0s1i] Ro [0»1] 

定理 3.6 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 

(1) {fj} 是 可 测 集 召 上 的 一 列 可 测 靖 数 ， 

(2) 对 每 一 个 xEN, 在 召 上 缘 有 |f,| 志 9g(a.e.), 昌 9g 在 EF 上 
可 积 , 

(3) 人 在 五 上 lim jn(Z) 一刀 ) (ga. e. ). 


则 在 上 可 积 ， 且 


f(t)= 


(3. 8) | fC)ar= lim| f(z)d. 


证 明 由 于 在 零 测度 集 上 函数 的 积分 为 零 。 我 们 不 炉 设 |f,t 
<g(nEN) 且 f,(7) 处 外 了 改 钱 于 A(7)， 那 末 9 一 f, 宇 0， 且 对 公 一 
小 xEB, 有 : 


ecg fDi fn) fa) 


由 于 |f,| 志 9, 因 而 |f| 志 9g， 由 9 在 加 上 可 积 ,得 到 每 一 个 f, 及 下 
在 五 上 可 积 ， 应 用 Fatou 引 理 ,我 们 得 到 


| Er) 一 Kz)]m < lim| [9(2) —f.(7)]az. 
| wz) -| fz)a<| sz) -Itm| fxr). 
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内 此 
| far>im| f(s). 
同 理 ， 从 g+f 之 0， 我 们 又 可 以 得 到 
| fC)a < lim| fu(z)t. 


由 上 面 的 两 个 不 舌 式 , 便 得 到 (3.8) 式 ，[ 

Lebesgue 控制 收 伍 定理 是 一 个 重要 的 定理 , 它 具 有 广泛 的 应 
其 .定理 中 的 函数 9 常 称 为 控制 国 数 ， 当 号 < 十 oo 了 时， 此 定理 
有 下 面 的 推论 . | / 

推论 3.7 (有 界 收 敛 定 理 ) 设 

(1) mEB<<+o, 

(2) {f,} 是 可 测 集 加 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 

(3) 对 每 一 个 xEN, 在 加 上 句 有 |f,(z)| 声 履 (a.e.), 这 里 以 
为 常数 ， 

(4) 在 BL 上 lim f(z)=f(z) (a.e.). 
则 了 在 如 上 可 积 ， 且 

| fo) = lim| f(z) oe. 


Lebesgue 控制 收敛 定理 (定理 3. 6) 以 及 它 的 推论 (推论 3. 7) 
中 , 邱 数 列 “ 几 乎 处 处 收敛 ?的 条 件 可 以 改变 为 “ 依 测度 收 和 敛 >， 这 
村 定理 3. 6 就 推广 为 下 面 的 定理 . 

定理 3.8 设 

(1) +f,} 是 可 测 集 如 上 的 一 列 可 测评 数 ， 

(2) 对 每 一 个 rEN, 在 召 上 尼 有 | 大 sj 和 9(ee.) 且 g 在 如 上 
可 积 ， 


(3) 在 五 上 太一 > 让 
2 1759 


Fr rp . < i ete Eo a i i 


则 / 在 石上 可 积 ， 且 
(3. 9) | fd = lim| f(z)dr. 


证 明 (1) 先 设 m8 二 二 co. 由 于 f 一 > 了 根据 Riesz 定理 
(第 三 章 定理 4.7) {f,} 有 子 序列 {f,} 几乎 处 处 收 化 于 由 |f,| 
<gy(a.e.), 令 i->co, 便 得 | 用 和 9(e.e.)， 由 条 件 (2) yg 在 B 上 二 
可 积 , 故 上 在 妃 上 可 积 ， 间 样 可 知 每 一 个 户 在 加 上 可 积 . 

对 任意 的 e>0, 由 于 9 可 积 及 积分 的 绝对 连续 性 , 存在 6>0， 
使 得 当 4CE 日 m4<<6 时, 有 


. © 
(3. 10) | gz)z < 


对 每 一 个 nEN, 令 4=B(|f, 一 有 之 5 记 )， 由 于 f。 依 测 妆 


收敛 于 f, 有 m4,>0(n 一 00). 因此, 对 上 面 找到 的 6, 存在 n,EN. 
使 得 当 n 汪 时, m4, 二 6。 从 而 由 (3. 10) 式 知 
| 9(7)dz < (n>n0). 


这 样 , 当 wn 二 no 时 ， 


loom 


(f,—f | 


B 


< 

-| 17. 有 和 fl 
< 
C2" 


?9dr + | a2 


A 


€ 
"本 十 5 pT mb 


z —£, 
故 (3.9) 式 得 证 . 


(2) 对 一 般 的 可 测 集 轧 (mE 可 以 为 有 限 或 无 穷 ) 由 与 (了) 中 辐 
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样 的 证 明 可 知 ， 了 在 刀 上 可 积 ， 取 一 列 单调 增加 测度 有 限 的 可 测 
集 { 囊 }， 使 得 卫 = | B 由 于 函数 9 在 妃 上 可 积 . 对 任意 的 e> 0 
存在 充分 大 的 wmEIN， 使 得 


[re 一 | 9 | (7 


#0 


在 ,上 , 由 (1) 有 
| Fe = lim| ,falz) dr. 
故 存 在 NEN, 使 得 当 n> 时 
Fe) 可 一 | f(r) | < 
于 足 , 当 2>N 时 


,fee— {rar < fdz— | ,fra +| ,lf 


四 | F\Bno ja 


< 了 $+2| lg| dz 
Bne 


1。 求 下 列 极限 
(1) lim| i dx. 


《2) lim| er dx 
由 二 Ge。 昌 


s J77 和 


(3) lim| Td 
2. 斌 从 和 一 (一) 十 (z+ 一 29) 十 …(z€(0,1)) 推 证 
1] 1 1 
ln2 一 1 一 可 十 可 一 本 十 . 
3, 设 (f,} 是 可 测 集 加 上 的 一 列 可 积 函 数 , 且 在 B 上 limf, (2z) =f(z) (Gy 
e)。 证 明 : 若 存 在 常数 &>>0 使 
| so laz<z CeN)， 


” 则 了 在 如 上 可 积 . 
4， 设 和 至 一 十 co，( 思 } 是 可 调集 瑟 上 一 列 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 国 数 ， 证 
骨 : 
[f(z)| 4, >»0 


| GT 
的 充分 必要 条 件 是 f。 一 > 0. 
5， 设 { 记 } 是 可 测 集 巴 上 的 一 列 非 负 可 济 函 数 ， 在 书 上 limf。(z) 一 /Co》 
(a. e.) ,了 是 妃 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 / 
lim| fo)dz=| fo) dx. 
试 证 , 在 五 的 任意 可 测 子 集 e 上 
lim | fu(z)dz 一 | f(z) dz. 


6， 设 丘 是 可 测 集 避 上 的 非 负 可 浏 阔 数 ， 对 每 一 个 正 整 数 n， 定 义 函 数 
(jf),, 使 得 对 每 一 个 zeE 
f (2), 若 f(z) hy z 


nt 0 车 frz) > 
证 明 ; 若 了 在 至 上 几乎 处 处 有 限 , 则 


tm| (f) ,2) dz 一 | rouz 
7。 证 明 : 若 国 数 了 在 区 间 (c 一 ea 二) 上 可 积 (e>0)， 则 
lim | [f(z+b)—f(s) az 一 0 


e 了 78 。 


34 Fubini 定理 


在 ER- 积 分 的 理论 中 ， 我 们 曾 讨 论 了 重 积分 与 黑 次 积分 的 关 
系 . 本 节 的 虫 心 问 题 是 要 对 上- 积分 建立 相应 的 定理 ， 如 Fubini 
定理 . 人们 发 现在 交换 积分 次 序 的 问题 上 ,五 -积分 比 必 -积分 的 条 
件 要 能 得 多 , 这 也 是 工 -积分 比 R- 积 分 优越 的 地 方 ， 

为 了 建立 Fubini 定理 ,我 们 还 得 先 讨论 一 下 加 积 空 间 的 测度 
问题 ， 我 们 希望 在 讨论 中 具有 和 更 多 的 直观 性 ， 因 而 在 另 一 方面 整 
不 能 同时 顾及 到 理论 的 严谨 性 .在 理论 方面 的 进一步 探讨 是 属于 
抽象 测度 理论 所 研究 的 范畴 . 

回顾 我 们 在 数 直 线 R 上 建立 Lebesgue 测度 的 方法 ， 它 很 容 
易 推 广 到 RR* 上, 建 这 有 ”上 的 Lebesgue 测度 ， 对照 在 有 全 中 区 间 
的 长 度 ,在 R* 中 有 “ 广 闵 长 方 体 ” 的 “体积 ”; 对照 民 中 集合 外 测度 
芍 定 义 , 可 定义 RR” 中 集合 的 外 测度 是 覆盖 它 的 一 列 开 广 义 长 方 体 
体积 之 和 的 下 确 界 ; 由 民 上 的 外 测度 以 及 Carathéodory 判别 法 
则 , 可 定义 RR 中 集合 可 测 的 概念 ,于 是 用 同样 的 办 法 可 定义 RR" 中 
集合 可 测 的 概念 ， 因 此 , R 中 可 测 集 的 有 关 概念 和 性 质 , 完 全 可 以 
类 推 到 R" 中 来 . 

与 RR 中 定义 可 测 集 召 上 的 可 测 困 数 及 它 的 Lebesgue 积分 的 
方法 完全 相同 , 只 要 将 五 视 为 R" 中 的 可 测 集 , 我 们 可 以 定义 Rs 中 
可 测 集 加 上 的 可 济 函 数 及 它 的 工 - 积 分 . 

考虑 R?,， Rs 与 它们 的 乘积 空 ti] Rr? x Rr 二 Rr?rts 设 ECR? 
x Re 对 于 xER?, 今 

B={yER’|(z,y) ERE}, 
-我 们 称 五 : 为 吾 关 于 z 的 截 站 (cross-section)， 同样 ,我 们 称 
E,= {rER?| (zr, y) ERB}. 
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为 召 关 于 乡 的 截 口 . 
设 f(z,y) 是 定义 在 Rzx 及 "上 上 的 国 数 ， 对 于 xyER2?， 视 xz 固 
定 , 则 2 的 国 数 
f(y)= f(x,Y), 
称 为 了 关于 的 截 口 ,f.(y) 是 定义 在 R" 上 的 函数 . 
同样 , 对 于 固定 的 yER?,z 的 消 数 
f,(2)= f(x,9), 
称 为 f 关于 yy 的 截 口 ， 
在 讨论 Fubini 定理 之 前 ， 我 们 要 引进 两 个 引 理 , 这 两 个 引 理 
的 直观 含义 是 容易 理解 的 , 但 是 它们 的 证 明 则 比较 繁 , 故 略 去 了 . 
引 理 4.1 设 BCR?+? 是 可 测 集 , 则 召 . 几乎 对 所 有 的 xER* 
可 测 , 即 mB 几乎 处 处 在 R? 上 有 定义 ,并 且 


mp=| mE.adx. 
R? 


引 理 4.2 设 4 和 8B 分别 是 R? 和 Rs 中 的 可 测 集 ， 则 Ax 

是 Rr?** 中 的 可 测 集 , 且 
~ m(AxB)=mA.mB. 
定义 43 设 f 是 CR" 上 的 非 负 函 数 , 令 
G(E,f)={(s,9) |zEE,0<y<f(z)), 

则 GC(BE, 了 ) 称 为 了 在 妃 的 下 方 图 形 . | 

下 面 的 定理 说 明了 非 负 可 测 函 数 积分 的 几何 意义 . 

定理 4.4 设 了 是 可 测 集 BCR* 上 的 非 负 函 数 , 则 | 

(1) 了 在 五 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 G(B, 了 ) 是 R"*! 中 的 可 
测 集 . : 

(2) 当 f 在 五 上 可 测 时 ， 


| f(z)a=mG(E, f). 


证 明 (1) 必要 性 ， 设 f(z)=c( 常 数 ) 之 0(zEB), 则 
es 了 和 六。 


(Ex[L0,c), 在 C 之 0， 
Gg, 1 = 
由 3| 理 4.2 知 , G(E,f) 是 民 "** 中 的 可 测 集 ， 


设 f 是 召 上 的 简单 函数 , 即 f 二 1cs1s,， 其 中 各 个 妃 可 测 
b= 


且 互 不 相交 ， E= U EL. 由 前 面 已 证 的 结论 G(B,, fix,) 可 测 ， 
Ki 
故 
k=1 


可 测 . 
设 了 是 马上 的 非 负 可 测 函 数 ， 由 第 三 章 的 定理 3. 11， 存 在 一 
列 单调 增加 的 非 负 简单 函数 {po} ,使 得 对 每 一 个 2E8， 
limga(z)=f(z). 


易 知 ,G(B, p91)CG(E, pa)C…, HH. 
G(E, f)= U G(E, pry. 
n=1 


由 上 面 已 证 的 结论 可 知 , 各 G8, 9;) 可 测 ， 故 G(B, 了) 可 济 . 
充分 性 、 设 G(B, 了 ) 是 RR"+! 中 的 可 测 集 ,由 引 理 4. 1,m(G(E， 
用); 为 几乎 处 处 在 及 * 上 有 定义 的 可 测 函 数 ， 从 


帮 zZ) 看 zEZ8， 
0， 若 zER"\B 


知 , 了 是 定义 在 百 上 的 可 测 函 数 ， 
(2) 当 了 在 互 上 可 测 时 , (4. 1) 式 成 立 ， 再 应 用 引 理 4. 1 


mG(BsD =| .mtkG(B, 力 )oiz=| fir) 0 


e 3 
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推论 4.5 设 f 是 可 测 集 BCR* 上 的 可 积 函 数 , 则 
| f(z)ar=mG(B,f*)—mG (8,f-). 

推论 4.6 设 了 是 可 测 集 ECR* 上 的 可 测 遂 数 ， 则 吾 可 积 的 
充分 必要 条 件 是 mG(B,f') 与 mG (BZ, 了) 毕 为 有 限 . 

定理 4.7 (Fubini 定理 ) 

(1) 设 f 是 4xBCR?+s 上 上 的 非 负 可 测 函 数 (其 中 4 与 B 分 
别 是 R? 与 Rr 中 的 可 测 集 ), 则 几乎 对 所 有 的 2EA, f(z,y) 作 为 y 
的 国 数 在 至 上 可 副 , 且 
(4.2) | fea =) is) Fz, oy 

《2) 若 f 在 A4xB 上 可 积 时 , 则 几乎 对 所 有 的 2EA4,f(z,9) 作 
为 y 的 函数 在 B 上 可 积 . 又 | f(z, 儿 ) 外 作为 + 的 函数 在 4 上 可 


积 , 且 (4.2) 式 成 立 . 
证 明 由 定义 对 4x 互 上 的 函数 刀 可 作 一 个 函数 了 ,使 得 


1/ i \ A f(z,9), 右 (x, EAXD, 
f (uw) =f (x,9) -to (zy)ERr+\AxB, 
则 由 了 于 可 测 , 可 知 卫 在 民 ?+? 上 可 测 , 且 


| ,foa=| fa 
关于 z 的 截 口 的 积分 有 
[f= | fy 
容易 看 出 , 当 zs4 时 上 式 左 端 的 值 为 夫 , 故 
| ,| Da =| a) fo 09). 


网 理 ， 关 于 乡 的 堆 口 的 积分 有 类 似 的 结果 。 因 此 ， 我 们 不 妨 假设 
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A=R?, B=Re | 
(1) 设 f 在 4xB 上 非 负 可 测 ， 由 定理 4.4,，G(4xB，,， 了) 是 
R?+r+! 中 的 可 测 集 , 且 


mG(AxB, {)= | fw eu. 
由 引 理 4. 1 知 , 儿 乎 对 所 有 的 xe4, 有 (G(4xB,f)), 可 测 . 且 
mG (AxB, f)=| mG(AxB,f))ede. 
容易 看 出 
(G(AxB,f));,=G(B,f,), 
这 里 f, 是 f 关 于 z 的 截 口 ( 即 f.(9)=f(x,y), (YEB)).， 故 
|,, fw du= | ,mG(B， j= [ar fe, Zh 
(2) 车 f(w) 在 4x B 上 可 积 时 ,f+ 与 f" 在 4xB 上 和 皆 可 积 , 故 由 
(1) 知 ,几乎 对 所 有 的 ze4,f* 与 f- 在 上 可 积 .并且 积分 
| fi 与 | f(y 
作为 z 的 函数 在 4 上 可 积 ， 从 而 在 4 上 几乎 处 处 有 限 ， 因 此 我 们 


| ra=| fda) fo 


AXHB 


| 
| | f*(z, Dy—| dz| f(z,) dy 
| 


[fr —f- Ga, 9) a 


=| dz| f(s, 0) / 0 

注 在 定理 4.7 的 条 件 下 ， 在 证 明 中 适当 对 换 z 与 多 可 以 
得 到 : 

e 7283 了 w 


| f(D =| dz| js， y) dy = | %| fs, y) dz. 


这 样 ,由 Fubini 定理 可 知 , 只 要 重 积分 存在 , 则 它 的 两 个 时 次 积分 
也 存在 ， 并且 三 者 是 披 此 相等 的 ; 对 于 两 个 又 次 积分 而 言 , 交换 积 
分 次 序 的 条 件 则 是 比较 弱 的 . 


_ xz:—Yy? yp 
例 1 设 f(z,y) CE 二 95 是 定义 在 B= (0,1) x (0,1) 上 的 
消 数 , 则 可 算出 


1! 1 x 
| 一 | -dr=—— 
| 。 (Qs1) fz, Wo | 1 十 2 4” 


[ wy| f(z, 四 一 | 二 训 汉 = 一 本 


由 Fubini 定理 ,可 以 断定 了 在 (0,1) x (0,1) 上 不 可 积 , 

下 面 我 们 再 举 一 例 说 明 ， 虽 然 吸 数 的 两 个 时 次 积分 存在 且 相 
等 ,但 是 这 样 的 田 数 仍 有 可 能 是 不 可 积 的 ， 

例 2 在 R? 上 定义 二 元 函数 f, 使 得 


7Z3 二 汪 时 
fl = 者 (2 幼 关 (0,0)， 
0， 大 (ZI) 一 (0 0)。 
容易 算出 
1 
| f(D) y= 
且 
1 
| f(z,) dy op 
的 此 
| -如 fs,9) =0. 
合理 


° lg4°* 


这 表明 的 两 个 累 次 积分 存在 且 相 等 .但 是 我 们 可 以 证 明 三 在 入: 
上 是 不 可 积 的 ， 事 实 上 ,假设 了 在 及: 上 可 积 , 则 | 让 在 及 : 上 也 可 


积 ， 然 而 
| fC 10 =| dz| f(z,9) ly 


=| -二 : 
el | 
一 十 ce， 


这 与 了 的 可 积 性 矛盾 . 因此 上 在 R* 上 不 可 积 . 


习 大 
1. 设 了 在 Rr 上 可 积 ,9 在 Rt 上 可 积 . 证 明 :f.9 在 R?xRr 上 可 积 . 
且 有 | 
{pie fog Daray=—(| of (ndz)() Do) 


2. 在 B=(0,1) xX(0,1) 上 定义 函数 六 使 得 


Ar 1 , 
f(z, y) zx" (1—Ds 0<<a<1,0<p<1, 


3， 在 五 =(0,1) X(0,1) 上 定义 的 贸 数 f, 使 得 
- 1 1 ， | | 
teen -lit I 
0 ， 当 (2z， 纺 为 加 中 的 其 他 点 时 。 
其 中 qs, gy 分 别 为 z,y 相应 的 既 约 分 数 的 分 母 . 求 


| fe, ardy. 
4， 证 明 : 
lim| nzdz 一 于 
(提示 : 注意 到 | 2zdz 一 | (| eat )sinzdz, 然后 应 用 Fubini 定理 . ) 
避 鲁 [1 . 
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$3 有 界 变 差 函数 


定义 5.1 设 了 是 定义 在 区 间 [a， 8J 上 的 实 值 立 数 ， 给 [a, 5 
一 组 分 点 : 
G=X0<H T=. 
得 到 [c, 妇 的 一 个 分 划 , 记 为 0. 令 


Va(f,0) = f(r) 一族 zi) | . 


若 存在 常数 M>0, 使 得 对 [Ca,5] 的 任意 分 划 o 皆 有 V3(f,0) 志 MM， 

则 了 称 为 [a,8j] 上 的 有 界 变 闫 钼 数 (function of bounded varia- 

tion), [a,5] 上 有 和 界 变 差 范 数 的 全 体 , 记 为 BV[a,8]. 当 fEBV[a, 

bj 有 时, 令 / 
Va(f)=supVa(f, 0). 


则 Ve ( 力 称 为 了 的 全 变 差 (total variation)， 

当 a=5 时 ,我 们 记 Vs (f)=0. 

当 帮 BVLo, 2 时 ,我 们 有 时 也 记 Va ( 刀 = 十 cc。 

有 界 变 差 国 数 具 有 以 下 明显 的 性 质 ， 

引 理 5.2 若 fEBV[a,5]， 则 对 任意 的 数 zxSLa, by 在 La， 
z] 上 的 限制 fj wwEBV[a,z]，( 为 了 记号 简单 起 见 ， 下 面 我 们 党 
记 为 fEBV[a, zj], 这 时 把 f 看 作为 [a,z] 上 的 函数 ) 对 于 xzE[La,5J， 
车 令 

S(z)=Vi(f). 

则 SS 是 定义 在 Ca, 5] 上 的 单调 增加 的 非 负 函数 。 即 当 zi<zz，zlb 
rE[q,b]H, 0 (1) SS Cz). : 

引 理 5.3 设 了 是 [oa,0 上 的 国 数 ， 知 对 于 任意 的 cE(a， 外 家 
有 ftBV[a,c] 及 fEBV[c,b5], RMNfEBV[a, 5], 有 
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Ve(f)=Vs(f) +V (人力 . 
证 明 对 [Le,2J 的 任意 -个 分 划 ar: 
0 一 10<<CZ<< < .< Ti 一 < 一 D， 

车 c 是 o 的 一 个 分 点 ,如 c=zio 则 可 将 a 分 为 两 个 分 划 a1 与 
0», BD . 

Ol: 04 一 20< Yi< ZI 一 …<2i0 一 C. 

Os C=T <tr =b, 
于 是 
(5.1) Vs(f,0)=V:(f,01)+V:(f,0:) 

<V’(f) + Ve(f). 

车 c 不 是 o 的 一 个 分 点 , 设 zj;<c 过 zj+1, 则 添加 一 个 分 点 c 之 
后 得 到 两 个 分 划 2* 与 p2**, 即 

2 ”4=20<ZI<< < 2i<<C 一 0， 

0 0 一 C<21+1< <0 一 六 
由 于 

|f (zi)—f (2) | If (zj) —f (el+|f Ce) f(z) 1. 
我 们 得 到 
(5.2) Va(f,o)<Ve(f,p*)+Ve(f,p**) 

<Vs(f)t+Ve(f). 

由 (5. 1) 式 与 (5.2) 式 知 , 无论。 是 否 为 分 划 o 的 分 点 , 均 有 
(5.3) Va(f) Vs (f) + Ve (f). 

另 一 方面 , 设 了 与 了 分 别 是 La cj 和 [Lec， 缮 的 任 疮 的 两 个 分 
划 . 了 是 合并 了: 与 了 的 分 点 而 得 到 的 La, 0 的 一 个 分 划 , 则 

Va(f,T)+VECf, Te)=Ve(f, T)<Va(f), 

由 于 分 划 了 全 与 了 的 任意 性 , 便 有 
(5.4) Vs(f)+Ve ( 力 委 ya ( 力 . 


由 (5.3) 式 及 (5. 4) 式 得 到 
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Vs (f) =V:(f) +Ve (f). [ 
什么 国 数 是 有 界 变 差 国 数 昵 ?我 们 先 举 两 个 例子 ， 
例 1 设 了 是 [ea,2p] 上 的 单调 增加 的 函数 ， 对 Le, oj 的 任意 一 
个 分 划 ca =xzo<zl1<…<zn 一 5, 尼 有 


Ei 


V3(f,0)= DF) —f ri)| = (20)—f (21-)) 


=—f (zx,)—f (x0) : 
=f (5)—f(a). 
由 于 了 (5) 一 f(a) 是 一 个 固定 的 常数 . 故 fEBV[a, 5b]. 
同 理 可 证 [a, 5jJ 上 的 单调 减少 妙 数 也 是 有 和 界 变 差 钠 数 . 
例 2 设 f 在 [a,5] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存 在 常数 c 二 0， 
使 得 对 任意 的 xz1,x2E[a,5j], 均 有 
(5. 5) |f (x3) —f (2 |<e|zs—7il. 
NfEBV[ aoa, bj. 
证 明 对 [a,5j 的 任意 一 个 分 划 0: 4=7x-<x!<<…<z, 一 6b， 
由 (5.5) 式 , 均 有 


守 


Vs (f,0)= >, f(x) —f(2-)|< jc lzi—zs-1 | 


=—C(b—a). 

而 c(2 一 4) 是 一 个 固定 的 常数 , 放 JfEBV[a,2j. 

从 上 面 的 例子 可 以 看 到 , 有 界 变 萱 国 数 不 一 定 是 连续 函数 ( 因 
为 单调 函数 不 一 定 是 连续 的 )， 另 一 方面 ， 我 们 又 指出 , 连续 函数 
不 一 定 是 有 界 变 差 函 数 ( 见 本 节 习 题 2) 

定理 5.4 若 fEBV[a,5], 则 了 在 Co,5] 上 有 寞 

证 明 因为 fEBV[a, 58], 所 以 V3(f 有 二 十 co, 对 任意 的 zE[a， 
5], 令 oo 是 由 a,z,5 三 点 所 构成 的 分 划 . 于 是 

|f(7)|— if (0) lalf(z)—f (0)| 
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[fC2) -fa) | + 1f (2) —f(7)| 
=Va(f,0o) 
<Va(f). 
从 而 对 任意 的 xE[a,5j, 有 
f(z) Ya(f) + f(T. 
由 于 上 式 右 端 为 一 个 常数 , 故 卫 在 La,5] 上 有 界 。 曲 
定理 5.5 设 f,9EBV[La,51,aE 民 、 那 末 
(1) f +9EBV[a, 6b]. 
(2) af EBV[a,b]. 
(3) fgEBV[a,b]. 


(4) 车 |f(z)| 宕 6>0， 则 EBV[a， 0] 


证 明 我 们 仅 证 明 (1)、(3), 把 (2) 和 (4) 的 证 明 留 给 读者 自己 
去 鞠 成 . 
(1) 对 于 [La,5j 的 任意 一 个 分 划 or: 
G=7X0<L1 Ltn = b, 
我 们 有 


Va (f+ g,0)= 之 ， |Lf x1) + g(xi) J—[f (rs 1 +g(z:-1) | 


So Nfz)—fr) + >119(z) 一 9(zi-)| 


=Va(f,0)+Vs(g,o) 
<Va(f)+Vs(9). 
故 
Va(f 十 仿生 V5( 有 十 V2(9 人 天 十 co， 
BN f+ogEBVia, 6b. 
(3) 由 定理 5.4， 存 在 开 >0， 使 1f(z)| 委 有 18(z)| 雪 Mr 
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(zxE[a, 5])， 对 于 [o,5] 的 任意 分 划 ac, 我 们 有 


Va(fg,o0)= Df (ri)9(8i) —f (zi) g(x1-1) | 


一 >, f(r)Lg9(2) —g9(7;1)ji+9 (2-1) 


[jz 一 (rl 
<M(Va(f,0)+Va(g, 0)) 
<M(Va(f)+ Vealg)). 
放 
Va(fg)<M(Vs(f)+Va(9))<+ oo, 
即 fygEBV[La, 5b]. 0 
定理 5.6 /是 [ca, 0 上 的 有 界 变 差 函数 的 充分 必要 条 件 是 f 
可 以 表示 为 两 个 单调 增加 的 非 负 函数 之 差 . 
证 明 充分 性 . 议 二 在 La, 了] 上 可 以 表示 为 两 个 单调 增加 的 
非 负 盏 数 之 差 . 由 例 1 知 ,区 间 [e, 2] 上 的 单调 国 数 必 为 有 界 变 差 
纹 数 , 再 由 定理 5.5 得 了 是 有 界 变 差 藤 数 ， 故 充分 性 得 证 ， 
必要 性 . 设 fEBV[a，5]， 对 于 每 一 个 zELe，0]， 令 s(7) 
=Vz(f)， 由 引 理 5. 2 知 ,s 是 [a,5] 上 的 单调 增加 的 非 负 函数 , 令 
r(7)=s(7)—f(z)+ f(a), 
则 7 是 La,2J 上 的 单 册 增加 的 非 负 国 数 . 因为 对 任意 的 xz1 志 x2,z1， 
z2c[a Dj 有 
T(Z2) 一 ?人 Z1) = 8(72) — s(t1) — [Lf (x) —f (x1)] 
= Vs (1) —[f (zx) —f (21)] 
之 Vz (f)—|f (x) —f (2) | 
之 0. 
对 每 一 个 zE[a, D], 令 
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fi(7)=s(7)+f(a)+ |f(a)|, 
fa(7)=r(2)+ |f (9) 1， 
则 fi 与 f; 是 [La， bj 上 单调 增加 的 非 负 函数 . 且 了 = 访 一 六 UD 


习 是 
1， 若 函数 f 在 [a, 8] 上 的 全 变 差 等 于 4, 求 国 数 好 十 mm (Po 为 常数 ) 在 
[a,5」 上 的 全 变 差 . 
2， 证 明 尔 数 : 
: (0 ， 当 ?二 0 时 ， 


f(s) -ant 当 zs0 时， 


在 | 0, 二 | 上 是 连续 函数 , 但 不 是 有 界 变 差 函数 


3， 把 [0, x] 上 的 有 界 变 差 函 数 有 (z) = cosz 表示 为 两 个 单调 增加 函数 
之 差 ， 
4， 把 [0，2r] 上 的 有 界 变 差 函数 f(z) = sinz 表示 为 两 个 单调 增加 的 防 
数 之 差 ， 
5， 求 函数 
( 当 0<2z<<]1， 
1 一 )5 当 Y=1， 
‘XY 十 3， 当 1<<z 委 2 


在 [0,2] 上 的 全 变 差 V3(f)， 并 验证 ; V3(f)=V3(f) 十 V3(f). 

6， 设 j 是 fc, 0 上 的 有 界 变 差 国 数 ， 证 明 |j7| 也 是 [a, 8] 上 的 有 界 变 差 
国 激 ， 

7. 设 f 是 [a,5] 上 的 连续 函数 ，|f| 是 [a,8] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 证 明 f 
也 是 La, 2 上 的 有 春 变 差 国 数 ， 

8， 设 {f,} 是 [a,5] 上 的 一 列 有 界 变 差 函数 ,生存 在 常数 肝 , 使 得 

Vi(f EM (n€EN). 

证 明 ; 着 存在 [o 0 上 的 有 限 函 数 j， 使 得 对 每 一 个 zE[a,5]，limf,(z) = 
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f(z), 则 了 是 [a,5] 上 的 有 者 变 差 函数 . 
9. 证 明 ; 函数 了 是 [oa 站 上 的 有 界 变 差 国 数 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 [oa， 
2 上 的 增 国 数 2， 使 得 对 任意 的 ziyzxkloyp], 当 zc<zs 时 ， 必 有 
[f(z2) 一 fxz | 委 2(z) 一 pz . 


“§ 06 Stieltjes 积 分 


在 本 节 中 , 我们 将 介绍 Riemann-Stieltjes 积分 , 并 简要 地 介 
绍 Lebesgue-Stieltjes 积分 ,我们 把 这 两 种 积分 简称 为 R-S 积 分 
与 了 -8S 积分 ， 它 们 分 别 是 R- 积 分 与 -积分 的 推广 

一 、R-S 积 分 

先 举 一 个 实际 问题 的 例子 . 我们 把 一 根 直 杆 看 作 具 有 质量 的 
线段 [a,8]， 对 于 xzE[a,5], 设 mm(z) 表 示 分 布 在 线段 [Fe,z] 上 的 质 
量 ,m 旦 一 个 单调 增加 的 函数 ， 我 们 现在 要 求 [4, 刀 的 质量 M， 把 
这 种 类 型 的 实际 问题 的 求解 方法 一 般 化 ， 可 以 把 问题 归结 为 下 面 


形式 的 积分 . 
定义 6.1 设 了 和 9 是 Lec,0] 上 定义 的 有 限 函 数 ， 对 [ec, 纪 作 
一 个 分 划 了: 


4 一 TI0<YI< Dd 1<2 一 p 
取 EiEELzi 1 2 j (1? 1, 2， "sy n), 作 和 (我 们 称 为 此 - 心 和 ) 


(6. 1) 之 (EDL8zD) 一 9Czi-D]， 


若 当 ma->co, 且 4= max (zi 一 z4-1) 习 0 时 ,和 式 (6. 1) 的 极限 存在 ， 


且 此 极限 不 依赖 于 [a,5] 上 的 分 划 了 ,也 不 依赖 于 所 的 选取 方法 ， 
则 称 f 在 [a,j 上 关于 g 是 B-S 可 积 的 (BR-S integrable)， 并 称 
这 个 极限 值 为 f 在 La，5] 上 关于 g 的 R-5 积 分 (R-S integral)， 
岂 为 
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(6. 2) | fear(z)= lim (ED)[g(z) 一 9(zt-)] 


显然 , 当 g(7Y)==2z 时 ,有 -S 积分 就 是 已- 积分 ,这 说 明 R-S 积 
分 是 BR- 积分 的 推广 , 

与 讨论 BR- 积 分 的 大 和 与 小 和 的 情况 类 似 ， 我 们 可 以 由 和 式 
《6. 1) 引入 相应 的 大 和 与 小 和 的 概念 ， 并 借助 于 大 和 与 小 和 的 讨 
论 , 建 江 一 个 BR-5 积分 存在 的 判别 法 . : 

定理 6.2 f 在 La，8] 上 关于 9 是 R-5 可 积 的 。 当 且 仅 当下 
面 的 极限 存在 | 

lim 之 oz) 一 9(zi -1)]， 

其 中 o; 是 了 在 [z，， zi] 上 的 振幅 ， 即 最 大 值 好 , 与 最 小 值 m; 之 
差 (M， 一 m1;)， 

定理 6. 2 的 证 明 与 RB- 积分 中 的 证 明 方 法 类 似 

由 R-S 积分 的 定义 ,我 们 可 以 推出 R-S 积分 的 一 些 性 质 ， 

定理 6.3 


(1) 若 ff 与 j; 在 [a,8] 上 关于 是 及 _S 可 积 的 ， 则 fi 十 下 
在 La,5] 上 关于 g 是 R-S 可 积 的 , 且 


| Efi(z) + f(z) a9(7) = | f(z)a9cs)+| f(z)dg(7). 


(2) 阁下 在 La,5] 上 分 别 关 于 9 与 9 是 R-S 可 积 的 ， 则 ;在 
La,8j 上 关于 91 十 9 是 R-5 可 积 的 , 且 


J Feo) + gs)]=| Fr) + | fer)agsdz). 


(3) 车 了 在 [a, 5J 上 关于 9g 是 -3 可 积 的 ， 则 对 于 任意 的 党 
数 a 和 Poj 在 [2 上 关于 By 是 R-5 可 积 的 . 且 


| aflz)ac pg(z)) =ap| f(z)dg9(z). 
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(4) 若 f 关 于 9 分 别 在 [a,5]，[a, cj] 及 [c,8] 上 是 R-S 可 积 
的 (a 二 c<<5), 则 


| fez)agcz)=) f(z)ae(z)+| f(z)a9(z). 


由 BR-S 积分 的 定义 , 可 以 直接 证 得 以 上 各 个 结论 . 
值得 注意 的 是 , 若 关于 9g 分 别 在 La，cj 及 [ce，5j 上 R-S 可 
积 ,我 们 不 一 定 能 够 得 到 f 关于 9 在 La,5] 上 R-8 可 积 的 结论 ,下 
面 的 例子 说 明了 这 一 点 . : 
例 1 在 [一 1,1] 上 定义 的 两 个 阔 数 f 和 9g, 使 得 
0, 若 xE[ 一 1,0j, 
1(2)= 1 和 zE(0, 1]. 
0, 若 $eEL 一 1,0)， 
9(7) = 和 zxE[0,1]. 
我 们 来 证 明了 在 L 一 1,1] 上 关于 g 不 是 R-S 可 积 的 ， 
事实 上 ,对 [一 1,1] 作 一 个 分 划 了 7 
—1]=x%0< TTT tn 二 1 
使 得 Vio-1<0O<Yi,, 取 Ei0 EL zs -1 zi 则 


Cr 二 人 > 了 (EiT9g(z 一 9(2i =f(£,) 


若 61,<0， 
1 车 所 之 0. 
可 见 o 的 极限 是 不 存在 的 ， 即 了 在 [一 1,1] 上 关于 9 不 是 R-S 可 
积 的 ， : 
但 是 读者 不 难 验证 , f 关于 g 分 别 在 L 一 1,0j 及 [0，1] 上 都 是 
R-5 可 积 的 ， 
我 们 指出 : 铬 孙 数 9 在 [o, 0 上 有 界 ,而 国 数 了 在 点 ec(e<c<< 
0) 处 连续 , 则 当 积 分 
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| KGz)ag(z)， | fz)ag(z) 
均 存 在 时 ， 积 分 | f(z)ag(z) 存 在 , 且 有 


| fGz?ag(z)=| fz)a9(z)+ | f(z)ag(z). 


定理 6.4 大 了 在 [ca 上 连续 ,9 是 La, bg] 上 的 有 务 变 差 函数 ， 
则 了 在 Leo,2pj 上 关于 9 是 有 -S 可 积 的 . 

证 明 由 于 有 界 变 差 函 数 g 可 以 表示 为 两 个 单调 增加 的 函数 
之 差 ， 故 不 妨 设 9 是 单调 增加 的 图 数 . 对 任 意 的 e 二 0, 由 于 ff 在 
闭 区 间 Lo, 和 上 一 致 连续 , 则 存在 6>0, 使 得 了 在 长 度 小 于 0 的 区 


T 小 下， 和 王 且 对 [rg ; 
间 上 的 振幅 均 小 于 -p05， 于 是 对 Ca,5] 的 任 党 分 划 T， 当 1 


er | 。 上 
ON, ogo oy 


从 。 7 
之 ， wig (1) —g (X41)] ~ ya) ZL9 Ce) —g(7Xi-.1) |= 6, 


由 定理 6.2 知 ，f 在 La,8j 革 关于 gg 是 BR-S 可 积 的 ， 虽 

定理 6.5 若 了 在 La, oj 上 连续 ,9 在 [ac,5] 上 可 导 ， 且 其 导 国 
数 9 在 [a,5] 上 RBR- 可 积 , 则 了 在 [a,5] 上 关于 9 是 有 R-S 可 积 的 ， 
且 . 

(3) | fag(z)=( 有 人 Fe)o Co) 

证 明 由 9 的 导 畏 数 9 在 [a,5] 上 R- 可 积 ， 故 知 g' 在 [a, 引 ] 
上 有 界 . 由 中 值 定理 知 9 在 [a,5] 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 从 而 有 
9EBV[La, DJ， 由 定理 6.4 知 了 在 Lo, 四 上 关于 g 是 R-5 可 积 的 . 
由 假设 fg 在 [a,8] 上 是 R- 可 积 的 ,于 是 (6.3) 式 两 端的 积分 
存在 ， 

任 取 Le, 52j 的 一 个 分 划 F: 4=zo<zi<…<2 一 六 由 中 值 定理 
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得 

(6. 4) 之 ,1) 9(Zzi) — 9 (72; 1) 1= 之 (ED)9 (7) (WR 
其 中 miELzi zj， 应 用 了 在 [c, 妇 上 的 一 致 连续 性 ， 当 14= max 
(2i 一 2 一 0 时 , (6. 4) 式 有 


lim Df (Ei) Lg (zi) — g(ri-1)j 
= lim Df (E19 07) (Fi — Xi-1) 


=lim Of(7)9 (90 (74 一 zt-1)， 
而 上 式 两 端 分 别 为 (6. 3) 式 两 端的 积分 , 故 (6. 3) 式 成 立 ， 
定理 6.6 若 | f(z)dg(z) 与 | 9(z)af(z) 中 有 一 个 存在 , 则 另 
(0.5) | fz)aglz)+ | 9(z)af(z)=f(z)gCz)| . 
证 明 不 妨 设 | fz)ag(z) 存 在 ,对 [a, 5 的 任 -~ 分 划 代 ，o = 


7o<<zi<…<2z 一 5 有 


9(E)LFz) 一 Fo 


={— Sf) L981) —9(8)] 


—f(zo) [Lg(é) 9(e0)]—f(zn) [9 Ces) —9(8n)] 


+f(zn)9(7n) —f (zr0)g (ro). 
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而 上 式 右 问 的 大 括号 内 惟 怀 对 于 分 划 : 

4=XoRESER = 0, 
并 进取 z;E[Ei, Ei41](2 二 1,2,**,R 一 1)，aE[a, 1 及 bELE%, 5 的 
f 关于 9 的 RR-S 和， 当 4= max (zi—%i-1)->0 时 , 4 =max[max. 


(ini 一 各, 刀 一 6，5 一 和 ]>0， 帮 大 括号 内 的 和 趋 于 | f(z)ag(z)， 
从 而 (6. 5 ) 式 成 立 。 

推论 6.7 若是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函数 ,g 在 [c, 妇 上 是 连 
续 的 , 则 了 在 [c, 如上 关于 9 是 了 R-S 可 积 的 ， 

二 、 工 -S 积分 大 意 

抽出 -测度 和 工 -积分 的 最 重要 的 几 条 性 质 作 为 公理 ， 我 们 
可 以 在 这 些 公理 的 基础 上 建立 起 一 般 欧 测度 和 积分 的 理论 ， 由 于 
篇 幅 所 限 , 我 们 只 能 对 一 些 必要 的 概念 及 建立 二-S 积分 的 主要 环 
也 作 一 个 简略 的 介绍 . 

设 努 是 由 集 天 的 子 集 组 成 的 一 个 集 族 . 若 XE 疗 ， 对 每 一 个 
4cE 何 ,XNMM4E 殉 ,并 且 任 泪 的 可 数 个 好 的 元 素 的 并 仍 在 乳 中 ， 则 多 
称 为 go- 代 数 ( 见 第 三 章 定义 2. 16). 

定义 6.8 设 集 瑟 的 子 集 组 成 的 集 族 更 是 ac- 代数 ,我 们 称 ( 驴 ， 
鹃 ) 为 可 测 空间 (measurabte space), 驰 中 的 元 素 为 可 测 集 (meas- 
urable Set ) . 

定义 6.9 设 (王妃 ) 是 可 训 空 间 , 若 PR 
集 国 数 (允许 取 值 为 十 oe), 即 

Kk: 人 >[0, + oo0j, 
注 吓 4((O) 二 0, 且 对 任意 的 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 {,} 有 


| U 5 Sg,, 
上 一 1 i=1 


则 上 称 为 可 测 空间 (X, 纺 ) 上 的 测度 ， 而 (X, 儿 ,44) 称 为 测度 空间 
a 927， 


(measure space)， 欠 K(X) 二 十 00, 则 六 庄 44 称 为 有 限 的 (finite\, 
车 = [| 和 且 pX, 二 + oo(X,E2,nEN)， 则 测度 4 称 为 0- 有 


限 的 (o-finite). 

例如 ( 民 ，,.hp 9) 是 一 个 测度 空间 , 其 中 .到 是 民 上 的 Lebesgue 
可 测 集 的 全 体 , m 是 Lebesgue 测度 。([0,1],A, 1m) 是 一 个 测度 
空间 ,其 中 人 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 可 测 子 集 族 ，m 是 Lebesgue 
测 席 。( 民 , 萎 , mm) 也 是 一 个 测度 空间 ,其 中 霓 是 Borel 集 族 ，mnw 仍 
是 Lebesgue 测度 ， z 

在 测度 空间 (了, 履 ,4) 中 ,完全 可 以 仿照 第 三 章 定 义 3 .2 的 方 
法 定义 4 可 测 函 数 ;仿照 本 章 中 采用 过 的 方法 , 先 定义 简单 函数 的 
/积分 ,然后 再 逐步 定义 4 可 测 集 召 上 的 可 测 国 数 了 的 A 积分 . 
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我 们 要 指出 ， 二 -可 测 函 数 ， 了 -积分 的 一 些 重 要 的 性 质 (包括 
Lebesgue 控制 收 纹 定 理 等 ) 都 可 以 相应 的 推广 到 可 测 昭 数 和 上 
积分 中 来 。 

设 多 是 民 上 的 Borel 集 族 .若是 可 测 空 间 ( 肛 , 家 ) 上 的 漠 
度 , 则 4 称 为 (在 数 直 线 上 的 )Borel 测度 (Borel measure)。 若 4 是 
一 个 有 限 Borel 测度 ， 我 们 可 以 定义 一 个 及 上 的 函数 琅 , 使 得 

F(z) 一 HL 一 2， (xER). 
fF 称 为 4 的 过 积分 布 匀 数 (cumulative distribution function). 是 
然 , 了 是 一 个 实 值 的 单调 增加 的 函数 , 且 
A (oa bj 一 五 (0) —F(a). 
由 于 (a,b] = NG, p+ 于 | 对 二 测度 4 有 一 个 相当 第 三 章 定理 
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2.9 的 定理 , 故 
4 (0 b= limk (人 
从 而 
F(b)=1limF p+)=F(b+0). 
Nh ye n 
这 说 明 辕 积分 布 国 数 四 是 右 连 续 的 ,类 似 地 
pt{b)} =limk (5 一 小 ， 5 -limF(O) 一 P(2 一 二 ) 
=F(b)—F(b—0). 
因此 万 在 5 处 连续 ， 当 且 仅 当 单 点 集 {5} 的 测度 为 零 ， 由 于 [1 


《一 co 一 中 = 个, 我们 有 
limF(n)=0, 
nye 
lim F(z)=0. 
从 上 面 的 讨论 中 ,我 们 得 到 下 面 的 引 理 ， 
引 理 6. 10 若是 RR 上 的 有 限 Borel 测度 ， 则 它 的 票 积分 布 
函数 也 是 单调 增加 的 右 连 续 的 有 和 界 函 数 , 且 lim F(x)=0. 
累积 分 布 函 数 在 概率 论 和 算 子 谱 论 中 有 重要 的 应 用 ， 另 一 方 
面 ， 有 一 些 实际 问题 正好 与 上 面 的 讨论 相反 ， 要 问 已 知 一 个 单调 
增加 且 右 连续 的 函数 太 , 是否 存在 一 个 Borel 测度 4， 使 得 也是 4 
的 累积 分 布 吨 数 ? 我 们 可 以 按照 下 面 的 思路 去 寻求 上 ， 设 名 是 所 
有 左 开 布 团 区 间 (a,5j 的 全 体 、 令 L(ga,bj]= 了 (65) 一 Ff (a), 下面 我 
们 将 定义 在 多 上 的 集 函 数 4 扩张 到 包含 名 的 o- 代 数 上 . 而 Borel 集 
族 才 是 包含 给 的 最 小 o- 人 代数， 因此 4 可 以 扩张 为 一 个 Borel 测 
度 ， 我们 仍 记 为 x， 还 可 以 证 明 4 到 稍 上 的 扩张 是 唯一 的 ， 上 面 
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做 法 的 理论 根据 是 从 抽象 测度 理论 中 得 到 的 ， 抽 象 测 度 论 的 直观 
模型 就 是 -测度 ， 因 为 L- 测度 可 以 看 作 区 间 长 度 的 扩张 而 得 到 
的 .总 结 上 面 的 讨论 ,我们 有 下 面 的 结论 . 

定理 6. 11 设 是 R 上 单调 增加 且 右 连续 的 函数 ， 则 存在 叭 
一 的 Borel 测度 上 ,使 得 对 任何 的 a 和 bl(a 志 5) 有 

4 (a, 6b]=F(6)—F(a). 

设 kh 是 Borel 测度 ,F 是 它 的 累积 分 布 函 数 . 若 f 是 非 负 的 i 
可 测 函 数 (或 称 为 Borel 可 测 函 数 )， 我 们 用 类 似 于 本 章 $ 1 与 82 
中 定义 工 -积分 的 方法 来 定义 了 在 Borel 集 思 上 关于 五 的 上 -5S 积 
分 ,并 记 为 
并 且 下 面 的 结论 成 立 ; 

设 了 rg BCR 是 有 界 的 Borel 
集 ， 车 了 是 加 上 的 有 界 Borel 可 测 函 数 ， 则 f 在 囊 上 关于 三 的 过 - 
S 积分 存在 ， 


对 于 一 般 的 可 测 函 数 f, 若 | f*dF 和 | fi 篆 为 有 限 ， 则 

称 } 在 召 上 关于 刀 是 工 -8 可 积 的 .这 时 记 它 的 积分 为 : 
| faF = | f+aF— | f-aF. 

对 于 及 上 单调 增加 的 函数 PR， 可 以 证 明 存在 唯一 的 单调 增加 
且 右 连 续 的 函数 +, 使 得 在 的 连续 点 z 处 有 : PF(z) 一 Re(z) 我 
们 定义 4 可 测 函数 了 在 媚 上 关于 万 的 二 -8 积分 为 

| faF = [fap*. 

最 后 ,我 们 指出 , 可 以 把 4 可 测 函 数 f 在 Ca,5] 上 关于 万 的 工 - 
积分 的 定义 推广 到 关于 [a,5] 上 的 有 粤 变 差 函 数 厂 的 精 帝 , 当 7 
是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函数 时 , 多 可 以 表示 为 两 个 非 负 单调 增加 的 
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国 数 六 与 之 差 。 当 积分 
皆 为 有 限时 , 则 称 了 在 书 上 关于 书 是 L-S 可 积 的 ， 其 积分 记 为 
| far= | ap 一 | faps 


$7 工 : 空 间 


定义 7.1 设 2 为 一 实数 (1<?<o0), 马 是 民 中 的 可 油 集 ， 若 
上 上 的 可 测 鲍 数 f 满足 


[ij to 


则 称 f 是 五 上 2 逢 Lebesgue 可 积 的 . 简称 为 p 第 可 积 的 (2p power 
ntegrable). 情 上 所 有 Pp 逢 可 积 函 数 的 合体 , 记 为 L?7(B), 特别 地 ， 
当 妇 =[a, 妇 时 , 记 为 5?[a, 65]. 

在 本 节 中 , 我 们 要 指出 L?[a, 68] 中 的 元 素 关 于 线性 运算 是 封 
闭 的 ， 在 L?[a,5] 上 定义 度量 ， 使 其 成 为 度量 空间 ， 我 们 将 著 午 
讨论 Zz[e, 纪 空 间 的 完备 性 及 可 分 性 ,应 当 说 明 , 虽然 我 们 主要 讨 
论 的 是 闲 区 间 [a,8] 上 的 p 短 可 积 函 数 的 全 体 L?[a,5]， 但 对 任 
意 的 可 测 集 如 来 说 , 本 节 的 有 关 定 义 和 结 论 ( 除 特别 声明 之 外 ) 完 
全 可 以 推广 到 L?(8) 中 . 

对 于 fEL?[a,6], 令 
f=(| fn) la Pp. 
我 们 称 f]s 为 f 的 L?- 范 数 (L?-norm).， 
当 p=1 时 ,我 们 常 把 上 [a,6] 记 为 L[a;65]， 它 就 是 [a,5] 上 


的 二 -可 积 国 数 的 全 体 ， 
。20 了 


i = 


下 面 我 们 先 建立 与 第 三 章 81 中 相应 的 H5lder 不 等 式 及 Min- 
kowski 不 等 式 ， 
引 理 7.2 设 feLr[Lo,5]，geLsLa,5j, 这 里 p>>1l, 4>>1 臣 


汪 十 训 ==1, 则 /gELLa, 5], 且 


De tina (| gl 
(Holder 不 等 式 ) 
或 者 
[fgl < | fly gfe. 
证 明 “应 用 第 二 章 81 引 理 1. 4 证 明 中 的 young 不 等 式 
“p< + (a>0, p>0). 


对 于 fE€L?[La,b],gELs[a,bj 及 zeE[La,b], 令 


lf pz 
Li eye 


(这 里 我 们 假定 fis0, 19g1o#0。 因 为 当 1f1,=0 或 1g1。=0 时 ,不 
等 式 (7. 1) 显 然 成 立 , ) 则 


fKz)g(z)|。 11fCz)1P 1 lg(z)le 
To pA) 《TO 


由 此 可 见 , f9EL[a, 5], 且 对 上 式 两 边 求 积分 ,得 
(Mf) la 1 
TRY 

从 而 Holder 不 等 式 (7. 蕊 得 证 ， 

引 理 7.3 设 f,gELr[a,5](p>1), 则 f+gEL?[a,5], 且 


(7.2) (| ftolrie p<(| ra p+(| gl 


(MinkowsKki 不 等 式 ) 


1 
< 一 一 
< 十 7 | 
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或 者 
[f+o9ls f+ gt;. 
证 明 当 7?=1 时 ,容易 看 出 (7.2) 式 成 立 ， 现 设 ?>>1， 因 为 
对 任意 的 zeLa,5j. 
|f(z)+g(7)|?<[C2max (| f(z)|, gC(z)1) 了 
<2?(|f(z)1?+ 1g(z)1?). 
由 了 ,9SEL?[a,5], 得 ff 十 gEL?La,5j， 叉 由 于 


(7.3) lftolrar| 1 上 8 有 各 二 | f+91"! lg las. 
应 用 Holder 不 竺 式 ， 
{1f +9 fl af tf +491?) 


[if+91r- gl dholsl f+ 9 
把 上 面 两 个 不 等 式 代入 (7. 3) 式 ,得 
(7.0 ft9lra<flst lo) + 9 he 
注意 到 7 二 (7 一 1)4, 我 们 有 
8 1 
Hf+9l" Oe=(| f+ gl ede ) 
=(|f+gl)". 
从 (7. 人) 式 两 端 同 除 以 |(17 十 91) 一 由 ,得 


(| 十 9 一 | 十 中 [二 19 中 
定理 7.4 若 f,gEL?[a,5],aER, 则 jaf,f +gEL?rLa, bl. 
证 明 因为 f,gEL?r[a,5], 有 
{laflraz=1al?| Iflrds<+o0. 
故 afELr[a,5]， 由 引 理 7.3 知 f+geELr[a,b]， 
9 03. 


在 L?[a,5] 中 ,对 任意 的 f,gEL?[a,5] 及 任意 的 aE 民 ,容易 验 


() 1fly 宕 0,1f1,==0 当 且 仅 当 f=0(a. ee.)， 

(iD lafls= al ifl;. 

Gi) fi+glo fi lgly. 

对 于 了 ,geL?[La,5j, 令 
(5) a9 = 1 9s=(( (7) gC) 7dr 
由 上 面 的 (), (ii), (ii) 可 得 : 

()” a(lf,g9) 之 0,4(f,9) 一 0 当 且 仅 当 f=9(a.e.)， 

(ii)’ ad(f,g)=ad(g,1), 

(Gi)’ ad(f, gaf,h) iah, 9) (hEL?ELa, bj). 
因此 , 如 果 把 L?[a,5] 中 任何 两 个 几乎 处 处 相等 的 元 素 看 作 是 相 
同 的 元 素 , 那 末 由 (7. 5) 式 定 义 的 & 就 是 L?[a,5] 上 的 度量 。， 从 而 
L?[a,5] 成 为 一 个 度量 空间 . 

设 了 是 可 测 集 召 上 的 可 测 函 数 ， 若 至 多 除去 一 个 零 测度 集 4 
之 外 ，F 在 了 4 上 是 有 界 的 ， 则 了 称 为 如 上 的 本 性 有 界 可 亚 图 数 
(essential bounded measurable function). 上 所 有 本 性 有 界 
可 测 阔 数 的 全 体 , 记 为 L*(E). 

对 于 fEL”(E), 令 


[= inf sup f(z)|, 
ACE 让 二 一 从 而 
14 一 人 0 


风 | 站 -一 +co， 上 式 右 端 常 称 为 f 的 本 性 上 确 界 (essential Supr- 
emum), 记 为 ess sup|f|, 即 | 用 =ess sup|f|. 

特别 地 , 当 轨 =[e,0 时 ,记忆 ( 瑟 ) 为 二 [ob 在 本 节 中 ,我 
们 主要 讨论 大 [a, 的， 其 结论 完全 可 以 推广 到 L”(B) 中 ， 

容易 验证 若 fEL”[a, 5],aER, 则 afEL”[a,5b], 并 且 
» ?04， 


af l= 1al| | fh.. 
现在 我 们 来 证 明 ，H6lder 不 等 式 在 ?=1 且 9 二 0 时 也 成 立 ， 
即 , 若 fEL[a,5],gEL”*[a,5], 则 
(7.6) lfgl fh lob.. 
Minkowski 不 等 式 也 可 以 推广 到 ?= ce 的 情况 , 即 若 f,gEL"[La， 
b], MI 了 十 9SEZ“[eo ,Oo 县 
(7.7) f+ 9g1s<If s+ gl 
关于 不 等 式 (7. 6) 与 (7. 7) 的 证 明 可 以 直接 由 | 央 , 的 定义 得 出 . 
对 于 ,gEL”La,5bj, 令 
(7. 8) a(f,9)=|f—y9l.. 
如 果 我 们 把 L*[a, 妇 中 任何 两 个 几乎 处 处 相等 的 元 素 看 作 是 相同 
的 元 素 ， 我 们 可 以 验证 由 (7.8) 定 义 的 4 是 ZE, 2 上 的 度量 ， 从 
而 ZLe, DJ 成 为 一 个 度量 空间 . 
由 积分 的 性 质 可 知 , 对 任意 的 p 宇 1 丝 有 L*[La,5]CL?[a, 56]. 
引 理 7.5 若 1<7<9, 则 Lr?[La,5] 了 LLa,5j. 
证 明 若 feEL[a,b], 由 Holder 不 繁 式 


(ira)< (J ey sar) 
< 十 co， 
故 fELs[La,b].。 1 
在 一 般 可 测 集 玉 上 , 当 和 已 < 十 oo 时 ,车 Ip 二 g, 也 有 上 ?(E) 
忆 Z3(5)。， 但 是 值得 注意 的 是 , 当 m= 二 十 % 时 ， 上 述 的 包含 关系 
不 册 成 并 ， 
下 面 ,我 们 讨论 ( 按 (7. 5) 式 所 定义 的 度量 ) 度 量 空间 L?[a, 6] 
(1 志 p 过 0) 的 完备 性 及 可 分 性 . 
定理 7.6 度量 空间 L?[a,5j 是 完备 的 . 
证 明 设 {f,} 是 ?La,bj」 中 任 一 Cauchy 序列 ， 故 对 于 每 一 
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个 EN 存在 ,使 得 当 m,n 之 ni 时 

(7. 9) gf(f fn 三 | 六 一 和 <2…， 

我 们 还 可 以 要 求 各 过 nn 过 …, 从 而 
2 

由 H6lder 不 繁 式 


(7.10) {lfoo—fnsl dr Shfrs fs, le lil 
< 
对 于 每 一 个 zE[La, 5j 令 
(1D Fo)= Ifa + De) fa. 
由 定理 3, 3 及 (7. 10) 式 ,我 们 得 到 

[rcas= lf lat Dh lf lt. 


因此 五 在 La,5j 上 几乎 处 处 有 限 ， 这 样 从 (7.11) 式 可 知 ,几乎 对 所 
有 的 zcLo, 5bj, 级 数 


(7. 12) fn,(z)+ Df (7)—fs,(7)], 


绝对 收 化 于 PCz)， 于 是 级 数 (7. 12) 在 [a,8] 上 几乎 处 处 收效 于 基 
一 可 测 函 数 f。 注 意 到 级 数 (7. 12) 的 部 分 和 序列 正 是 {f,,} ， 我 们 
得 到 {f,} 在 [a,5] 上 几乎 处 处 收敛 于 了 . 

在 (7.9) 式 中 ,对 于 固定 的 6, 当 7 时 ,有 


上 一 让 <2- 
应 用 Fatou 引 理 , 得 到 


(7 一 | fw 一 fraz 


”206。 


<lim|. fa — fl?ds 
(2.*)?, 
故 1f, 一 fs 志 2-*， 这 表明 f,, 一 fEL?[a,5J. 从 而 有 j= 二 f, 一 (f，， 
一 EL?[a,b1， 令 ->c0, 得 到 
(ff,,—fls—>0., 
这 说 明 在 L?[Fa, 5 空间 的 度量 意义 下 , Cauchy 序列 {f,} 有 一 个 子 
序列 {f,,} 收 化 于 ff， 因此 1{f,} 收 敛 于 f.。 喇 
L?[a,b]」 空间 的 可 分 性 的 证 明 有 很 多 方法 ， 下 面 我 们 借助 于 
简单 冰 数 来 进行 证 明 . / 
引 理 7.7 设 fE€L?[a,5], 对 任意 的 e 盖 0， 存 在 一 个 在 [ac,5] 
上 的 简单 沙 数 gp, 使 得 | 一 op] 一 e， 
证 明 ”人 先 设 fEL?[o,5j,f 了 二 90， 由 第 二 章 的 定理 3. 11 知 ， 存 
在 一 列 非 负 的 单调 增加 的 简单 沙 数 {p,}， 使 得 对 每 一 个 xE[ a,5] 
皆 有 


lim plz) 一 f(z )， 


并 且 0 三 gp, 三 J， 于 是 得 到 p,EL?[a,b]1(nEN)、 又 因为 [ff 一 p91? 
莹 J?， 由 Lebesgue 控制 收 纹 定 理 

lim | 一 gajp 一 0 
因此 ,对 任意 的 e 二 0, 存 在 wpEto) ,使 得 jj 一 2 一 e. 


在 一 般 的 情况 下 ,对 于 feEL?[a,6], 我 们 有 f= 了 + 一 fF. 由 上 
面 的 证 明 可 知 结论 仍然 成 立 。 | 


引 理 7.8 ”若是 Ca,5] 上 的 简单 函数 ， 可 设 p= > 'c,1s .其 


中 C1 C2，…) Cn 是 常数 . E,,E,, “Eb, 是 互 不 相交 的 可 测 集 ， 且 
* 207 。 


i 


[4,65] = 癌 忆 ， 则 对 于 任意 的 e>0， 存 在 及 上 的 简单 函数 s= 


rilo,, 其 中 MgT2, °°" Tn 是 有 理 数 ， GO,, Gs, Cr 征 互 不 相 区 的 


开 集 , 且 每 一 个 开 集 0, 的 构成 区 间 的 端点 都 是 有 理 数 ， 使 得 在 
La,b1 上 的 限制 so=s| ceow 适 合 1p 一 so 一 e. 

证 明 由 于 简单 函数 是 有 界 的 ,可 设 1|p(z)| < 和 M(zE[a,5]). 
任 给 e>0, 对 于 假设 中 的 互 不 相交 的 可 测 集 B1,,,…,B。,, 存在 闭 
集 FiCB， 使 得 m(BNZD)<50075CGi=l2… 人 ,显然 闭 旬 
PP:，…， ,也 互 不 相交 ， 可 以 证 明 ( 见 第 二 章 §4 习 题 9) 存在 互 
不 相交 的 开 集 G1, Ga …,G。 使 得 PCG: 且 可 使 每 一 个 Gs(i 二 1， 
2,…, 71) 的 构成 区 间 的 端点 都 是 有 理 数 ， 再 对 每 一 个 c; 取 一 个 有 


理 数 7,, 使 得 |7; 一 ci| <[2(5—a)] ?e, 且 17 委 |ci|. 令 
s= Di7ilo ， 


记 so=s|roo, 则 so 是 [a,5] 上 的 简单 函数 , 且 
(lp—sola)?=[ [9—sol?adx =| | 9 — sol?dz 


-| 1 一 sl 十 | he 


UE;\F;,) 


<afsy 历 m7 (0—4) + (2M)? oO— 


一 &P。 


2 rte 


故 |12 一 so 中 <e. 中 
我 们 把 ?| 理 7. 8 中 那些 在 Le,5] 上 的 简单 函数 so 的 全 体 记 为 


儿 , 则 乡 是 可 数 集 , 且 CLr[a,5]， 应 用 上 面 两 个 引 理 ,我 们 有 下 
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面 的 定理 . 
定理 7.9 空间 L?La, 5] 是 可 分 的 . 
证 明 对 任意 的 大 Peto, 扫 及 任意 的 se 之 0. 由 引 理 7. 7 知 , 存 


在 La,5J 上 的 简单 函数 9, 使 得 1f 一 pj < 三 ,又 由 引 理 7.8 知 ， 存 
在 sSE22 ， 使 得 jp 一 sol p< 万- 于 是 


1f—sol sf— ph,t le 一 sj 一 本 十 二 一? 


这 表明 多 在 L?[a,5] 中 稠密 ,而 9 是 可 数 的 ， 故 L?[a, 所 是 可 分 
的 
在 前 面 我 们 所 讨论 的 函数 都 是 实 值 函 数 . 为 了 今后 学 习 的 需 
要 , 我 们 把 Lebesgue 可 测 函 数 和 Lebesgue 可 积 国 数 的 概念 推广 
可 复合 
六 了 是 定义 在 可 测 集 忆 上 的 复 值 函 数 ,并 设 广 与 户 分 别 是 上 


的 实 部 和 碟 部 , 即 f1= 二 (f 十 站 ，fs 志 去 (f 一 站 (这 里 了 表示 下 的 


共 罗 复 函数 )， 于 是 有 
f=f1t+ ifs. 
其 中 fi 与 fs 都 是 书 上 的 实 值 函数 .车 f1 与 f; 都 是 召 上 的 (Lebes- 
gue) 可 测 函 数 , 则 称 了 是 妃 上 的 复 值 (Lebesgue) 可 测 函 数 ， 
设 了 是 可 测 集 互 上 的 复 值 可 测 函 数 ， 若 f 的 实 部 fi 与 虑 部 
户 都 是 上 的 (Lebesgue) 可 积 函 数 , 则 称 了 为 到 上 的 复 值 (Lebe- 
Sgue) 可 积 困 数 ,并 且 


| fczz=| filz)ar+ts | .Pear | 


对 于 实 值 可 积 孙 数 的 很 多 结论 ,不 难 推广 到 复 值 可 积 函 数 中 ， 
下 面 ,我们 对 5? 空间 作 一 推广 
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设 了 为 一 个 实数 ,1 委 2 天 十 co， 2 是 长 中 的 可 测 集 ， 我 们 仍 可 
用 乙 ?( 吾 ) 来 表示 妃 上 满足 如 下 条 件 的 复 值 可 积 函 数 了 的 全 体 : 


| .flPm<+oo. 
当 fELr(B) 时 , 令 
HpP=(| fC bee. 


我 们 称 | 中， 为 了 的 7?- 范 数 . 
类 似 地 ,我 们 仍 用 5”(B) 表示 至上 满足 如 下 条 件 的 复 值 可 测 
图 数 了 的 全 体 : 
上 用。 ps sup lf(z)|<+%. 


我 们 指出 ， 关于 实 信也 数 空间 Lr 和 L” 在 本 节 中 得 到 的 结 
论 , 对 于 复 什 国 数 空间 L? 和 ZL” 也 都 是 成 立 的 ， 


习 题 


1， 证 明 本 节 中 的 不 等 式 (7.6) 及 (7.7). 

2. 在 [0,1] 上 试 作 一 个 可 积 国 数 f, 使 得 45*[0, 1] 

3. 设 fEZP[ob](1 委 2?<co)，, 证 明 对 于 任意 的 e>0, 存在 连续 图 数 p, 使 
得 |f 一 op 一 。， 

4， 设 { 帮 CE2rLeD](0 委 2 天 co) (fj 在 [ao2] 上 几乎 处 处 收 伍 于 ftL? 
[6,2]， 证明 { 记 } 在 碟 ?[La 0 中 收 伍 于 了 当 且 仅 当 | 太一 和 

5。 设 {fs}CL?[a,58] (1<p<<00),{f,} 在 [a,5] 上 几乎 处 处 收敛 于 巷 222 
[a,，b]。， 若 存在 常数 寻 ， 使 得 ||f,jp 二 MMAEN)， 则 对 每 一 个 gLz[a， 虽 ] 


Gari) 
| f(s) go) dz=lim| 上 (2)g (2) dz. 


当 2=19g= co 时 ,上 述 结论 是 否 仍然 成 立 ? 
6， 设 ftL La,6], 证 明 必 存在 8Cfa,5bj,m8=0, 使 得 
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la 
7， 证 明 : 若 feL"[a,5], 则 对 于 任意 的 7 之 1, 都 有 fELr[as5], 并 且 
Flim 
(提示 : |。 17(a) jaz< dl-) 中 17(e) jzz， 注 意 ; 在 证 明 中 要 用 到 m[a， 


疏 一 十 oo 的 条 件 ” 对 于 一 般 的 可 测 集 如， 此 结论 在 fEZ1(B) 站 Zr ( 甩 的 条 件 
下 才 成 立 ， ) 

8， 证 明 : 度量 空间 Z[ai 0 是 完备 的 ， 

9， 证 明 :度量 空间 Zr[a 0 是 不 可 分 的 ， 
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第 五 章 ” 赋 范 线性 空间 和 Banach 空 间 


在 本 章 中 ， 首 先 把 我 们 熟悉 的 有 限 维 线性 空间 的 概念 推广 到 
一 般 的 线性 空间 .6 在 线性 空间 中 我 们 对 其 中 的 元 素 赋予 范 数 ， 从 
而 得 到 一 个 赋 范 线性 空间 、 这 样 一 种 空间 中 既 有 线性 结构 又 具有 
度量 .在 度量 的 意义 下 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 . 
在 第 二 章 及 第 四 章 $ 7 中 见 过 的 一 些 空间 ,例如 R",CEa, 5], 2?， 
ZLo, Dj(1 委 ?2 委 oo) 等 都 是 Banach 空间 .在 本 章 中 ,我 们 将 着 重 
研究 赋 范 线性 空间 及 Banach 空间 ， 以 及 在 其 上 定义 的 有 界线 性 
算 子 的 性 质 ， 


$ 1 线性 空间 


在 线性 代数 中 ， 我 们 已 经 熟知 % 维 线性 空间 的 定义 及 其 有 关 
的 性 质 ， 现 在 ,我 们 给 出 一 般 的 线性 空间 的 定义 ， 

定义 1.1 设 X 是 一 非 空 集合 ,KR 是 数 域 (实数 域 或 复数 域 )， 
在 定义 下 中 两 元 素 之 间 的 加 法 运算 以 及 数 与 闷 中 元 素 之 间 的 数 乘 
运算 并 且 满 足下 述 条 件 ; 

加 法 运算 “十 ”, 即 这 样 一 个 全 x 也 到 六 的 映射 ,使 得 对 每 一 个 
(X,Y)EX xx 人 对 应 于 2z 十 JE 人 ,满足 下 列 条 件 : 

(1) zt+y=y+%, 

(2) (4 十 人 四 十 z2 二 Xx 十 (9 十 z)， 

(3) 存在 6 所 ,使 得 对 于 一 切 xE 革 ,有 2 十 9 二 2( 此 09 称 为 
的 专 元 素 )， 

(4) 对 于 任意 ?EX, 存在 2 的 加 法 道 元 素 一 x, 使 得 z 十 (一 2) 
一 0; 
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数 谱 运算 “。”, 即 这 样 一 个 民 x 义 到 处 的 映射 ， 使 得 对 每 一 
个 (gz)EKx 关 ,对 应 于 a:xEX( 或 记 为 az), 满 足下 列 条 件 : 
(5) a(Bzx) = (ap)z, 
(6) 1x=x,. 
(7) a(z 十 1) 一 az 十 gg， 
(8) (at+ BbB)z=az+ pr, 
则 荆 称 为 数 域 人 上 的 线性 空间 (inear 3pace) 或 同 量 空间 (vector 
space)， 当 下 是 实数 域 ( 即 尺 二 RR) 时 ， 了 了 称 为 实 线性 空间 .当下 
是 复数 域 ( 即 KK=C) 时 ,了 X 称 为 复线 性 空间 . 基 上 的 加 法 运算 和 数 
莱 运 算 统 称 为 线性 运算 ， 半 中 的 元 娄 也 带 称 为 同 量 , | 
由 定义 不 难得 到 ， 和 零 元 素 6 和 驻 中 任何 元 素 z 的 着 元 素 一 z 
都 是 唯一 的 ， 并 且 
0z=0， 
«0 = 0(aEK )， 
(—1)x==— 
例 1 R* A 其 中 加 法 运算 和 数 乘 运算 定义 为 
Tt 十 g=(51 十 ?15 82 十 2 Bn 十 11) 
QZ 一 (Qi O62,***, KEn), 
其 中 z= (后 9g 一 (bo)E 有 "ac 及， 
例 2 CC” 是 复线 性 空间 ， 对 任意 42== (E19 5 上 ) 8 一 (7 
ma)EC” 以 及 aEC, 其 加 法 运算 和 数 乘 运算 的 定义 如 同上 例 . 
例 3 CLa,8]， 对 任意 z， $eECLa, 妃 和 和 数 aEK， 按 通常 的 线 
性 运算 


(z+Y) (2)=7(t) + y(t), 
(Gz) (tt)=az(t) (tEla, 5]), 
Cfa,5] 是 线性 空间 . 


例 4 1?(1<p<00) 接 通 常 序列 相 加 和 数 乘 运算 成 为 线性 空 
» 2113。 


2 :pik Role :下 上 一 和 a 
2 i i $ ch 地 


间 . 即 任意 z==(61,62,…),Y 王 (1,2 )El? 以 及 aEkK,， 
ZY= (ET Ez 12, ***), 
az = (QUE, CE2, ""*). 

定义 1.2 设 半 和 了 是 在 同一 数 域 上 上 的 两 个 线性 空间 ， 有 映 

射 卫 :与 -> 了 了 . 若 对 于 任意 z, JE 王 和 acE 有 
T(r+Yy) =Tr+Ty, 
T'(ax) =aTz, 

则 全 称 为 线性 算 子 (linear operator)， 特 别 地 , 当 了 = 玉 时 ,7 称 为 
线性 泛 卫 ， 

大 有 一 个 映射 7: 了 -> 了 ,7T 是 双 射 且 又 是 线性 的 , 则 和 了 称 
为 同 构 的 线性 空间 (isomorphic linear spaces). 

这 里 ， 两 个 同 构 的 线性 空间 的 “ 辣 构 ” 二 字 意 味 着 可 以 把 它们 
的 (由 线性 运算 决定 的 ) 代 数 结构 看 作 是 同一 的 ， 因 此 在 有 的 书 上 
称 此 同 构 为 线性 同 构 . 

下 面 ， 我 们 再 介绍 一 些 芝 用 的 术语 。 我 们 总 是 用 竺 表示 数 域 
KK 上 的 线性 空间 . 

设 YCX,Y 了 CO， 若 对 于 任何 x, YSY 和 EK, 有 

+ yetY,areY, 

则 了 称 为 线性 空间 的 线性 子 空间 Uinear subspace) 或 简称 子 
空间 ， : 

显然 , 芋 是 它 自 己 的 于 空间 ， 仅 含 零 元 素 的 单 上 访 集 {上 旨 也 是 头 
的 子 空间 ， 这 两 个 子 空间 称 为 平凡 的 于 空间 . 除 上 述 两 个 平凡 的 
子 空间 之 外 的 子 空间 称 为 X 的 真子 空间 (proper Subspace). 容 
易 证 明 ， 马 的 任意 多 个 子 空 间 的 交 也 是 天 的 子 空间 .但 是 一 般 地 
讲 ,两 个 的 子 空间 的 并 可 能 不 是 X 的 子 空间 ， 

了 革 的 元 zzz…，2z， 的 一 个 线性 组 合 (linear combination) 
是 指 这 样 一 个 表示 式 
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QZ1 十 0532 十 … 十 GOny 
其 中 a;ER&KG;=1,2,…,%)。， 设计 CX,M 妆 CI，W 民 中 任意 有 限 个 
元 素 的 线性 组 合 的 全 体 
{aizi 二 aazz 十 十 Coal2ziEM axE 了 .一 12 107EN; 
是 并 的 一 个 子 空间 ， 这 个 子 空 间 称 为 由 开张 成 的 或 生成 的 (Span- 
ned or generated by 内 ) 子 空间 ， 记 为 Span M. 

可 以 证 明 ，span M 是 线性 空间 X 中 包含 以 的 最 小 子 空间 . 换 
句 话 说 ， 

”span M 二 站 {7|Y 是 X 的 子 空间 且 了 沪 M}. 

在 有 的 书 上 ， 将 包含 及 的 一 切 子 空间 的 交 称 为 以 的 线性 包 (linear 
hull)， 因 此 ,span WY 就 是 形 的 线性 包 . 

设 及 二 {zi,X2,，…, Xr} C 己 苹 。 若 关系 式 

(1. 1) ai 十 aszs? 十 … 十 Ca 一 0， 
其 中 ERKGi =1,2,…,1), 仅 当 1 二 4 二 … 二 0 二 0 时 才 成 立 ， 则 
M 称 为 是 线性 无 关 的 (linearly independent)， 若 好 不 是 线性 无 
关 的 , 则 性 称 为 是 线性 相关 的 (linearly dependent)， 当 必 线 性 相 
关 了 时， 必 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 41, 42,…, as 使 得 关系 式 (1, 1) 成 
立 。 或 者 说 ,其 中 必 有 一 个 元 素 可 以 表示 为 其 它 元 素 的 线性 组 合 . 

设 妈 是 忆 的 子 集 ， 若 凡 的 每 一 个 有 限 子 集 是 线性 无 关 的 ， 则 
M 称 为 是 线性 无 关 的 . 若 M 不 是 线性 无 关 的 , 则 M 称 为 是 线性 相 
关 的 . 

定义 1.3 ”线性 空间 马 称 为 是 有 限 维 的 (finite dimensional)， 
若 存 在 一 个 正 整数 ,使 得 

(1) 总 包含 一 个 由 %# 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 集 ; 

(2) 任何 多 于 或 等 于 n 十 1 个 元 素 组 成 的 集 都 是 线性 相关 的 ， 
这 时 , 正 整 数 n 称 为 了 的 维 数 (dimension), 记 为 dim =n、， 当 大 
二 { 失 时 , 记 dim X=0。 车 X 不 是 有 限 维 的 , 则 了 称 为 是 无 限 维 的 

* 215 ， 


eh 1 a i 
而 7 mt "rr rhe i pe Po pe i RT De 四 


(infinite dimensional). 
例如 R" 和 C” 都 是 % 维 的 线性 空间 .而 CLa,5j 和 和 12(2B 之 1 
都 是 无 限 维 的 线性 空间 ， 在 泛 函 分 析 中 ， 我 们 着 重 讨论 无 限 维 的 
线性 空间 . 
若 dim 站 =n, 则 了 中 由 %* 个 元 素 组 成 的 线性 无 关 和 集 称 为 了 的 
一 个 基 (basis)， 若 {e1,…, en} 是 牙 的 一 个 基 , 则 每 一 个 xE 玉 可 叭 
一 地 表示 为 基 元 的 线性 组 合 , 即 存在 唯一 的 @,,…, 0,, 使 得 
7 二 Qi81 十 … 十 Gen。 
我 们 郊 知 , 在 R* 中 有 一 个 基 : 
e1= (1,0,0,.…, 0) 
es= (0, 1, 0,.…, 0) 
en= (0,0,0,.…,1), 
一 般 地 ， 设 天 是 任意 的 线性 空间 (不 一 定 是 有 限 维 的 )， 者 站 
的 子 集 B 是 线性 无 关 的 , 且 span B= 革 , 财 B 称 为 了 的 一 个 基 或 称 
为 Hamel 基 (Hamel basis). : 
对 于 Hamel 基 的 进一步 研究 ， 需 要 用 到 Zorn 引 理 ( 见 第 一 
章 $5). 在 这 里 我 们 不 去 详细 讨论 它 ， 仅 指出 两 个 重要 的 结论 ; 

(i) 每 一 个 线性 空间 七 ( 焉 关 {0)) 都 有 一 个 基 . 

“Gi) 线性 空间 X (Xf { 旨 〉 的 所 有 的 基 都 有 相同 的 基数 ;… 国 
此 ， 我 们 称 这 个 基数 为 X 的 维 数 .。 显然 这 一 定义 包含 了 有 限 入 
线性 空间 的 维 数 的 定义 . 

最 后 , 我 们 给 出 一 个 简单 的 结论 ， i 

定理 1.4” 设 X 是 % 维 线性 空间 ， 册 X 的 任何 真子 空间 的 
维 数 都 小 于 1 下- 

证 明 设 dm 开 =0, 即 互 ={10), 则 下 中 没 有 真子 空间 ， 现 设 
dim 多 二 nn 之 1，7 是 的 真 于 空间 ,于 是 了 所 {上 .显然 ，dim 了 
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<idim X， 另 一 方面 ,车 dimy=dimn 和 =2 则 了 中 有 一 个 由 nn 个 
元 素 组 成 的 基 . 它 同时 也 是 芋 的 大， 因此 和 = 了 .矛盾 .所 以 dim 
Ydim 卫 。 归纳 上 述 证 明 得 到 dimY<dim 久 =n. 0 


可 题 
1， 设 至 ={1( 1 1 (0 0, 2)}， 试 说 明 span MH 的 几何 意义 . 
2， 证 明 线 性 空间 扣 的 任意 多 个 子 空 间 的 交 仍 然 是 于 的 子 空 间 ， 但 是 开 
的 两 个 子 空间 的 并 不 一 定 是 互 的 子 空间 , 试 举 例 说 明 ， 
3 设 到 是 线性 空间 所 的 子 集 , 证 明 span 于 是 包含 到 的 最 小 子 空间 ， 
4. 设 了 是 线性 空间 芯 的 子 空间 ， 对 每 一 个 xEX, 令 
X+rY= {z+y|yer} 
它 称 为 2 的 傍 集 {coset)， 定 义 下 列 线性 运算 
(十 了) 十 (3X 十 了 了) 二 (731 十 $2) 十 了， 
a(t+y)=ar+Y. 
证 明 所 有 傍 集 的 爹 体 按 上 述 线 性 运算 成 为 一 个 线性 空间 ， 我 们 称 此 空间 为 
商 空间 (quotient space), 记 为 X/Y,， 
5， 设 下 是 线性 空间 , 是 上 的 非 零 线性 泛 函 , 记 
Wf) = {2€X | fr) =0) 
NW (有) 称 为 的 零 空 间 ， 试 证 明 若 取 定 一 点 Xz,0€ 脏 ,f(z0) 泊 0， 则 每 一 个 xEXX 
都 有 唯一 的 分 解 式 
7 一 QZ 十 y (其 中 3%E(f)，cKE 用 )， 
6， 设 了 是 线性 空间 羡 到 线性 空间 了 的 线性 算 子 。 证明 
(1) 了 的 值 域 吏 (7T) 是 了 的 线性 子 空间 ， 
(2) 若 dimX=n, 则 dim (7T) < 


$2 贼 范 空间 和 Banach 空间 


我 们 知道 ,在 R* 空间 (或 类 似 地 考虑 R* 空间 ) 中 的 每 一 个 点 
z+ 三 (861582) 对 应 于 一 个 以 原点 为 起 点 、 以 (5&1，E2) 为 终点 的 向 
量 ， 因此 共 中 的 点 2 也 可 看 作为 向 量 *。 向量 z 的 长 度 记 为 1z| 


e Z17 。 


一 (EL ， £2) 


1 一 (71,72) 


2.1 


一 \/ 强 十 绒 ， 有 了 向 量 长 度 的 概念 ,及 : 中 任意 两 点 > 一 (5&1, 5) 与 
y 二 《71,72) 的 距离 L(xz,y) 就 可 规定 为 二 向 量 zy 与 y 的 差 的 长 座 . 
肥 : 
dx,y) 一 xz 一 下 王 (一 22 十 (和 一 72) 

( 见 图 2.1)， 因 此 , 从 加 量 的 长 底 的 概念 出 发 可 以 得 到 下” 中 的 度 
量 4， 在 本 节 中 ,我 们 把 R* 中 向 量 的 长 度 的 概念 抽象 到 一 般 的 线 
性 空间 中 , 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 2.1 设 X 是 数 域 人 上 的 线性 空间 ， 在 站 上 定义 实 值 泛 
图 g: 节 一 [0, 十 00), 对 每 一 个 z€ 基 其 对 应 的 值 p(7) 记 为 |z|. 者 
满足 下 列 范 数 公理 : 

对 任意 z, ye 下 ,aEKRK， 

(N1) zi>0 且 zl=0 当 县 仅 当 z=0 

(N2) |xzj = Jallzl; 

(NW3) 1z 十 纪委 jz 十 人 人 (三角 不 等 式 )， 
刚直 24 称 为 的 范 数 (norm).( 互 ,上 全 称 为 赋 范 线性 空间 (normed 
linear space) 或 简称 为 赋 范 空间 (normed space) ， 在 范 数 不 臻 
干 混 次 的 情况 下 , 赋 范 空间 (X,1: 拉 可 简 记 为 站. 

在 赋 范 空间 (XX, 1.) 中 ,对 于 任意 的 xz, YE 和 ,定义 
(2. 1) a(z,y) = |z—yl. 
+ 218 。 


容易 验证 d 是 了 上 的 度量 ，d 称 为 由 范 数 导出 的 度量 ， 这 样 , 赋 范 
空间 在 这 样 一 个 自然 的 方式 导出 的 度量 下 成 为 一 个 度量 空间 .， 易 
见 , 赋 范 空间 对 中 以 3 为 中 心 .7 为 半径 的 开 球 为 
Blz,7)= {yz —y)<r}. 
在 赋 范 空间 中 ， 可 以 用 范 数 掺 述 序列 的 收敛 性 和 Cauchy 序列 的 
设 {za} 是 (对, 上 -上 ) 中 的 序列 . 
(i) 若 存 在 zEX， 使 得 lim|z, 一 zj 二 0， 则 称 {z。} 依 范 数 收 


伐 于 7. 

(i) 车 对 任意 e 之 0, 存在 正 整 数 W, 使 得 对 一 切 m，?z>N 都 
有 zm 一 zon 过; 则 称 {z,} 是 互 中 的 Cauchy 序列 . 

前 面 我 们 已 经 指出 ， 范 数 是 R" 中 的 向 量 的 长 度 概念 的 抽 
象 ， 因 此 ,定义 2. 1 中 的 范 数 公理 (N1), (CN2)，(N3) 的 几何 意义 


T+Yy Hr+tyil 
时 ly | 


光 本 
图 2.2 


是 明显 的 ， 特 别 值得 提 到 ， 在 R* 中 (NW3) 的 几何 意义 就 是 三 角形 
两 边 之 和 大 于 第 三 边 这 一 原理 (图 2.2)， 因此 (N3) 常 称 为 三 角 不 
由 几何 上 的 启发 ， 三 角形 中 两 边 之 差 必 小 于 第 三 边 ， 在 赋 范 
空间 中 , 我 们 可 以 得 到 对 应 的 范 数 不 等 式 (图 2. 3); 
(2. 2) fy —lzll<ly—2l. 
事实 上 , 由 三 角 不 等 式 (CN3), 1 上 yl 志 |y 一 z1 填 1z1, 从 而 
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图 2.3 
(2. 3) yl —lzl<ly—zl. 
另 一 方面 , 再 应 用 三 角 不 等 式 (W3) ,zl 入 1z 一 所 十 | 外 从 而 
(2. 4) lz|—lyl<|y—zl. 


因此 ,由 (2.3) 和 (2. 4) 便 得 到 (2. 2)， 

不 等 式 (2. 2) 可 推出 下 面 范 数 的 一 个 重要 性 质 . 

引 寻 2.2 范 数 是 连续 的 ， 即 z= 上 zl 是 (X11) 到 及 的 连续 
映射 . 

证 明 取 任 意 xE 对 和 对 中 任意 的 序列 {zw}， 使 2,->x， 由 不 
等 式 (2. 2) 得 

[zl —{zl{<ls,—zl|—>0 (2 一 co) 

因此 [zs1->[zl. 0 | 

定义 2.3 若 赋 范 空间 并 在 范 数 导出 的 度量 下 是 完备 的 旗 量 
穴 间 ， 则 驴 称 为 Banach 空间 (Banach space)， 简 言 之 ，Banach 
空间 是 完备 的 赋 范 空间 ， z 

由 第 二 章 定义 5. 3 知 , 赋 范 空间 成 为 Banach 空间 , 当 且 仪 
当天 中 每 一 个 Cauchy 序列 都 收敛 于 互 中 某 一 点 ， 从 第 二 章 $5 
的 例 8, 我 们 可 以 得 到 一 些 空间 的 完备 性 的 结论 . 

例 1 R"( 或 C")， 通 当 定 义 如 下 的 范 数 


Eb a 
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(z= 二 (5&0; 56a)ER"( 或 C")), 则 Rr"( 或 C") 是 Banach 空间 . 
例 2 (1 和 p< 00)， 通 常 定义 如 下 的 范 数 


Ee a] 


(7 二 《61,829 *)EL?), 则 LP?(1 才 p< 之 00) 是 Banach 空间 . 

例 3 LP[a, 51 (1<<p 二 co)， 按 照 逐 点 的 方式 定义 函数 的 线 
性 运算 

/ (2+9) (6)=7(t) + y(t), (ox) (t) =ar(t), 
则 Z?[Ca,51(1 志 ?二 00) 成 为 线性 空间 ， 在 此 空间 中 我 们 总 是 把 两 
个 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作为 同一 元 素 , 并 且 按 照 第 四 章 § ?7 定义 
比 空间 中 元 素 2 的 范 数 
zl=(| aC) rae 

则 Zoo 是 Banach 空间 ( 见 第 四 章 定理 7. 6). 

例 4 71， 通常 定义 如 下 的 范 数 
(Zz 一 (&1, 62 …)EL”), 则 4” 是 Banach 空间 . 

例 5 CLa,5]. 通常 定义 如 下 的 范 数 

[zl =maxlz(t)| 

(zxECLa,5]), WM Cra,b RS Banach 空间 ， 

例 6 在 CLa,5] 中 定义 范 数 为 

z=| Iz) la 

(zxECLa,b]), 由 第 二 章 85 例 6 知 , (C[o,5],1.1》 是 不 完备 的 赋 
范 空间 . : | 

今后 , 当 我 们 说 空间 RC*),，4?(1<<p?<o0)，Lr[a,b5](i<? 
过 00), 1”，O[a,6] 时 ， 这 些 空间 中 的 范 数 将 总 是 指 分 别 在 例 1 至 
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击 5 中 定义 的 范 数 ， 而 在 例 6 中 给 出 的 赋 范 空间 必须 清楚 地 写 为 
(CLa, 06j, | :|,). 

前 面 ,我 们 已 经 知道 ,典范 空间 的 范 数 可 以 导出 度量 ,但 是 每 
一 个 线性 空间 中 的 度量 并 不 一 定 都 是 由 此 线性 空间 上 的 茶 一 范 数 
导出 的 .在 举 出 反例 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 , 它 表明 由 范 数 导出 的 
度量 应 具有 的 性 质 ， 

5| 理 2.4 这 (开外 人 是 赋 范 空间 ，& 是 由 范 数 导 出 的 度 量 ， 
则 对 于 任意 的 ec,z,%EXE 和 任意 的 数 c, 有 

(1) d(x+a, yi+a)=ad(r,y), 

(2) ad{ax,ay) = |alad(r,y). 

证 明 由 于 d(xz,9) = 二 上 一 yD, 则 

a(zta,yta)=|(z+a)—(ytol=|z—y|=a (zr, 9), 

a(az,ay)=l|az—ay)= |«|:l|z—y|= |a|a(z, 9). 0 

例 7 s 空间 ( 见 第 二 章 81 例 6)， 按 照 通常 序列 相 加 和 数 乘 
欧 运 算 , 是 线性 空间 . 对 于 z= 二 (561, 62 :0),Y 二 (11 2 …)Es,s 上 上 的 
度量 gw 定义 为 


d(x, 9) = D2 TT 2 浊 

则 & 不 能 由 s 上 的 某 一 范 数 导 出 ， 因 为 a 不 满足 引 理 2, 4 中 的 必 
要 条 件 (2)， 

皮 芭 是 矣 范 空间 .着 了 是 并 作为 线性 空间 的 子 空间 ， 并 且 了 
的 苑 数 是 抒 的 范 数 在 了 上 上 的 限制 〈 这 时 工 的 范 数 称 为 是 由 驴 的 范 
数 寻 出 的 范 数 ) 则 了 称 为 贱 范 空间 下 的 子 空间 (subspace)， 若 子 
空间 了 在 革 中 是 团 的 , 则 了 称 为 X 的 闭 子 空间 (closed subspace). 
Banach 至 间 天 的 子 空间 是 指 民 作为 赋 范 空间 的 子 空间 ， 因 此 
Banach 空间 的 子 空间 不 必 是 完备 的 ， 由 相应 的 完备 度量 空间 的 
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子 空间 的 定理 (第 二 章 定理 5.4) 可 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 2.5 设 了 是 Banach 空间 X 的 子 空间 ， 则 了 是 完备 的 , 
当 且 仅 当 王 是 天 中 的 财 集 . 

由 于 线性 空间 具有 加 法 运算 ， 因 此 类 似 于 微 积分 中 的 无 穷 级 
数 ,, 我 们 可 以 作 如 下 的 定义 ， 

设 {zi} 是 赋 范 空间 中 的 序列 ， 作 部 分 和 序列 {8,}: 


J ek i i 
若 {s,} 是 收敛 的 , 即 存 在 sEX, 使 得 lims, 一 lim > zi=s， 则 级 数 
入 8 


D3 


t=1 


称 为 是 收 全 的 (convergent),s 称 为 这 个 级 数 的 和 (sum), 记 为 
S 一 Sr， 


若 之 上 jz 收敛 , 则 级 数 之 ,zi 称 为 是 绝对 收敛 的 (absolutely con- 


vergent)。 和 慎 得 注意 的 是 , 在 赋 范 空间 下 中 , 每 一 个 绝对 收敛 的 级 
数 都 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 于 是 完备 的 (见习 题 4 ). 

车 {es} 是 赋 范 空间 X 中 的 序列 ,具有 如 下 性 质 : 对 每 一 个 *EX 
有 唯一 的 数列 {&,}, 使 得 
(2. 5) jz 一 (ae 十 十 onen)->0 (n>00) 
则 {es} 称 为 全 的 Schauder 基 (Schauder basis)。 从 (2.5) 式 知 ， 


级 数 》 goes 的 和 为 x, 此 级 数 称 为 + 的 展开 式 (expansion), 记 海 


2 一 > nn 
人 二 1 
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例 8 1270 委 ?<co) 中 有 一 个 Schauder 基 {e;}; 
e;= (1,0,0,0,...) 
es = (0,1,0,0,...) 
es=(0,0,1,0,...) 


不 难 证 明 , 具有 Schauder 基 的 赋 范 空间 是 可 分 的 ， 但 是 逆 命 
题 是 否 成 立 的 问题 很 长 时 间 没 有 解决 ,直到 1973 年 才 得 到 否定 的 
解 侣 .P. Euflo 构造 了 一 个 可 分 的 Banach 空间 , 其 中 没有 Schau- 
der 基 ， 


本 题 
1， 在 R" 中 ,对 于 4 二 (6&1,…&,) ER", 定义 


lz = > 181, 
上 zj -Ce 


t=1 
z= max|é,|. 
1 i 
验证 | 让 下 ,用 与 上 都 是 R* 中 的 范 数 . 
”2. 在 全 中 , 令 Co= {zEt|z 一 (各 各) 总 中 仅 有 有 限 个 不 为 堆 }， 
证 明 Cu 是 1” 的 不 完备 的 子 空间 . 
3 设 了 是 赋 范 空间 的 子 空间 ， 证 明了 也 是 环 的 子 空间 
4， 证明 在 赋 范 空间 关中 ,每 一 个 绝对 收敛 的 级 数 都 是 收 伍 的 , 当 且 仅 当 
久 是 完备 的 . : | 
5， 若 赋 范 空间 天 有 一 个 Schauder 基 , 则 四 是 可 分 的 . 
6. 设 了 是 赋 范 空间 (X, 中 上) 的 闭 子 空间 ,对 于 商 空间 和 /了 ( 见 $ 1 习题 
4) 的 元 素 $, 定 义 
ls =inf lll 


二 万 关 


验证 上 | 和 h 是 全 /了 中 的 范 数 ， 
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8 3 有 限 维 的 赋 范 空间 
我 们 知道 , ” 维 线性 空间 与 R"( 或 C") 是 同 构 的 线性 空间 , 即 


它们 的 代数 结构 是 相同 的 ， 在 本 节 中 ,我 们 将 进一步 看 到 , wn 维 赋 


范 空间 与 民 "( 或 C") 具 有 更 多 相似 的 性 质 . 


本 节 的 这 论 从 下 面 一 个 基本 的 5| 理 出 发 ， 应 用 这 个 51 理 可 得 


到 一 系列 结论 ， 

引 理 3.1 设 {z,,…, zs} 是 赋 范 空间 对 中 的 线性 无 关 集 , 则 存 
在 一 个 数 c>0, 使 得 对 每 一 数组 gj oa 都 有 
(3.1) 上 ow 十 … 十 Gxnj 守 c(i| 十 … 十 10,1). 


证 明 令 8= 二 ja 十 … 十 jarj. 若 5 二 0, 则 (3. 了 1) 成 六 ， 现 投 


s>0. 令 B;== 守 (i 二 1…,n)， 则 (3. 1) 等 价 于 


i=1 


(3. 2) [Pirit. + Bx,l>° (Bue ) 
现在 只 要 证 明 ， 存 在 c>0， 使 得 对 每 一 数组 B.，…，p，， 


S 1p8,| = 了 都 有 (3. 232) 成立， 假若 此 结论 不 成 立 ， 则 存在 一 个 序 


i=1 


列 {ym}. 
Ym 一 BI Bar, (Sie™ 一 ) 


满足 jywl 一 0(m>c0)， 由 于 之 18 | =1， 则 iB 中 1&1(i= 


1,…, n)， 因 此 ,对 每 一 个 固定 的 i, 序列 
{8:"™} = Be 1 p's’, 站 


是 有 界 的 ， 出 Bolzano-Weierstrass 定理 ，{B8,} 有 性 敏 的 子 序 : 
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Jam re 0 ep .2 pe ee Et Pe = he et TH 


IP 


列 8 一 BC->co)， 令 
(3.3) yi,m= Bi ™ Rt Ba wat Pan 
则 {wm} 是 {ym} 的 子 序 列 ， 同 样 地 ， 在 (3. 3) 中 序列 {B24 下} 是 有 
界 的 , 从 而 有 收敛 的 子 序列 : B8m-> ps(m->co)， 令 

yam= Bi Be rat + BY ny 
则 {yssm) 是 {91m) 的 子 序列 ， 从 而 是 {ym} 的 子 序列 ， 由 于 {Bf2*™} 
是 {Bf""} 的 子 序 列 ， 因此 仍然 有 p12” 一 B1(m->co)， 按 这 样 的 
方法 继续 到 第 n 步 , 我们 得 到 {ym)} 的 子 序列 {ynym) 一 {gobgoa 
其 中 
(3. 4) ym= bt Bat Pe ™ 
满足 (a) 对 每 一 个 固定 的 (i=1,…,n) 有 Be >Pi(m>00)， 
从 而 Ys,m 玉 9 二 Biwy 十 … 十 Baxn(m->00); 


是 


(b) pm1=1 从 而 由 (a) 得 到 >)18,|=1， 由 于 


i 二 1 


{X14,…, YX} 是 线性 无 关 集 以 及 B,,…, Bs 不 多 为 等, 则 y 关 和 

另 一 方面 ,由 于 yw,mn>y 和 范 数 的 连续 性 ( 引 理 2. 2), 我 们 得 到 
上 ym > 上 有 。 由 于 上 ym1l>0, 从 而 1y,,mj->0, 则 yj==0, 于 是 y 二 4. 
得 到 矛 盾 ， 0 

应 用 这 个 引 理 ， 可 以 证 明 下 面 几 个 重要 的 结论 ， 即 定理 3. 2， 
定理 3. 5 和 定理 3. 6. 

定理 3. 2 赋 范 空间 的 每 一 个 有 限 维 的 子 空 间 了 是 完备 
的 ， 特别 地 , 每 一 个 有 限 维 的 赋 范 空间 是 完备 的 . 

证 明 对 于 了 中 任意 的 Cauchy 序列 {ym}, 我 们 要 证 它 在 了 中 
站 敛 ， 设 dimy 三 2， 并 设 {e es 是 工 的 基 ， 则 yw 有 唯一 的 表 
示 式 

gm 一 Qi el 十 十 Ga en 了 一 1 2 …)， 


拍 于 {ym} 是 Cauchy 序列 , 则 对 于 任意 e>0 存在 正 整数 六 ,使 得 
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对 一 切 妨 包 >W 有 1 和 一 9 一 es， 由 此 及 引 理 3.1， 存 在 正 数 cy 
使 得 


e>y.—ynl 


和 
>3 (Ga 和 --Q) es | 


t=1 


各 
> 


i=1 
对 每 一 个 固定 的 1(1 二 1,…, 7). 
一 “和 之 a a | < 
因此 ，{a?} 是 民 ( 或 C) 中 的 Cauchy 序列 、 可 设 a 人 > (mm-> 
co)， 令 
2 一 Qie1 十 … 十 Coens 


刚 YS 史 并 且 当 和 一 co 时 


| ym — yl -Ser -ae < [a — | “|eil->0, 
Bil yn>yEY. 8 

由 此 定理 及 第 二 章 定理 5. 4, 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 3.3 ” 赋 范 空间 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 都 是 财 的 . 

注意 , 典范 空间 的 无 限 维 子 空间 不 一 定 是 闲 的 ， 例 如 , 在 Ba- 
nach 空间 CL0,1j 中 , 取 x,ECL0,1]j， 其 定义 为 x,(t) =t"(%=0, 
1, 2， …) 令 Y=span {xo, YX19 风 29 …} 出] 了 是 [0， 1] 上 所 有 多 项 式 
的 全 体 ,了 是 CL0, 1] 的 一 个 无 限 维 了 空间， 考察 e:= 可 二 ,其 部 


分 和 序列 含 于 了 中 ， 但 部 分 和 谨 列 的 极限 不 属于 Y. 因此 了 在 
CL0, 1 中 不 是 团 的 . 
有 限 维 赋 光 空间 还 有 一 个 重要 的 性 质 。 即 不 上 由 不 同 的 范 . 
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数 导 出 的 拓扑 都 是 相同 的 ， 为 此 ， 我 们 在 一 般 的 赋 范 空间 中 引入 
等 价 范 数 的 概念 . 

定义 3.4 设 1 .4 和 有 1: 是 线性 空间 互 上 的 两 个 范 数 。 若 存 
在 正 数 a 和 2 使 得 对 于 每 一 个 YE 王 都 有 
(3. 5) alzl,<|zl,<olzl;, 


测 范 数 全 1 和 1; 称 为 是 等 价 的 (equivalent). 

容易 看 出 若 上 上 与 1 上 ;是 等 价 的 ， 则 | 1 与 1 也 是 等 
价 的 . 

等 价 范 数 有 一 个 基本 的 性 质 ， 阁 线 性 空间 上 的 范 数 1; 和 
.1 是 等 价 的 , 则 (对 , 11) 中 的 所 有 开 集 组 成 的 集 族 等 于 (X， 
1) 中 的 所 有 的 开 集 组 成 的 集 族 ， 换 名 话说 , 范 数 | .上 与 1:1; 在 
成 上 导出 的 拓扑 是 相同 的 ， 事 实 上 , 设 G 是 (X, 上 111) 中 的 开 集 ， 
zEG, 则 存在 > 盖 0， 使 得 开 球 Bi(z,r) ={9E 瑟 1|z 一 %g 和 < CCG， 


由 (3. 5), 有 (X, 外 1) 中 的 开 球 Bi( si 区》 使 得 


Bu( 2， 艺 )= LE Z 一 7 Bt (xz,7) CG. 


因此 G 是 ( 工 ,1 .12) 中 的 开 集 . 同样 可 证 (X, 上 1:》 中 任 一 开 集 也 
是 ( 互 ,1 1 中 的 开 集 . 

我 们 还 容易 看 到 : 车 线性 空间 XX 上 的 范 数 | 上 和 | 1, 是 等 价 
的 , 则 (XX, 中) 和 (XX,1.1) 中 的 Cauchy 序列 是 相同 的 ， 序列 的 
丝 散 性 是 一 致 的 (见习 题 1)， 

应 用 引 理 3. 1， 我 们 证 明 下 列 仅 在 有 限 维 空间 中 成 立 的 
定理 ， 

定理 3.5 在 有 限 维 线性 空间 中 ， 任 何 两 个 范 数 1 .1 和 11。 
都 是 等 价 的 . 

证 明 设 dimXX 二 nn, 子 的 一 个 基 为 {e1,…,en}。 和 每 一 个 XEX 
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可 唯一 地 表示 为 


X 二 81 十 :十 Qe,。 


由 引 理 3. 1, 存在 正 数 c, 使 得 
zhe( lad lal). 
另 一 方面, 由 三 角 不 等 式 
jes= | 3 mie < Hades Sle), 


其 中 =max (el ，，…，je,])， 上 面 两 个 不 等 式 合 起 来 ， 便 
得 到 
zjzj :过 1z]， 


这 里 4= 均 >>0， 在 上 面 的 证 明 中 ， 将 上 有 与 1 互 换 ， 则 可 同样 


证 明 (3. 5) 的 另 一 个 不 等 式 成 立 。 ”中 

下 面 ， 我 们 讨论 有 限 维 赋 范 空间 中 的 紧 子 集 与 有 界 闭 集 之 间 
的 关系 ， 并 且 把 集合 的 紧 性 与 有 界 闲 性 的 等 价 作为 有 限 维 赋 范 空 
间 的 特性 ， 回 顾 第 二 章 定 理 8.2(2): 度量 空间 中 的 紧 集 是 有 界 
闲 集 , 第 二 章 $ 8 习题 2 又 指出 : 在 无 限 维度 量 空间 中 存在 不 是 紧 
' 集 的 有 界 闭 集 ， 这 就 是 说 ， 在 无 限 维度 量 空间 中 紧 集 与 有 界 闭 集 
不 是 等 价 的 。 可是， 在 有 限 维 的 赋 范 空间 中 紧 集 与 有 界 闭 集 是 等 
价 的 . | 四 
”定理 3.6 设 ML 是 有 限 维 冉 范 空间 XX 的 子 集 ， 则 MM 是 紧 集 的 
充分 必要 条 件 是 M 是 有 界 闭 集 . 

(由 此 可 知 , 有 限 维 赋 范 空间 中 的 有 界 集 一 定 是 列 紧 集 . ) 

证 明 由 第 二 章 定理 8.2(2), 定理 的 必要 性 成 立 ， 现 证 明 充 
分 性 . 设 了 是 有 界 闭 集 ， 并 设 imX=n 且 {e1, …,es} 是 了 的 一 
个 基 ， 对 于 中 任意 序列 {zm} ,每 一 个 zm 有 唯一 的 表示 式 

Tm—= 0 ee 
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ll bt Pe eh “th et ol re i eT 


由 于 及 有 界 ,从 而 {xm} 有 界 , 可 设 |xnl 志 KCm==1,2,…)， 应 用 5 引 1 
理 3. 1, 存在 正 数 c, 使 得 


机 性 
t> lanl= | 2ame |>0 3 1aml. 
一 1 =] 


因此 ,对 每 一 个 固定 的 i(i==1,2,…,%), 数列 {ai™} 是 有 突 的 。 用 
引 理 3. 1 的 证 明 中 的 方法 , 每 一 数列 {a4™”} 有 一 个 子 序列 收 鳃 于 &i， 


并 县 可 作出 一 个 {xm} 的 子 序列 {x mw}， 蕊 收 伍 于 xz= 人 > 0jei。 因 


戏 是 闲 的 , 故 ze 以 . 因此 , 由 第 二 章 推论 8.11, M 是 紧 集 ， 充 分 性 
得 证 . 
设 4 是 有 限 维 赋 范 空间 并 中 的 有 界 集 , 可 设 有 >0 使 得 4 含 
于 闲 球 B(9,7), 故 4CB(0,7). 由 刚才 证 明 的 结论 , 则 4 是 紧 集 ， 
从 而 4 是 列 紧 集 .0 
为 了 得 到 定理 3. 8， 我 们 需要 F.Riesz 的 一 个 引 理 ， 此 引 理 
在 理论 上 也 是 很 重要 的 .我 们 知道 ， 若 考虑 R" 空间 的 任 一 真子 
空间 7, 则 必 有 一 单位 向 量 z, 使 x 与 y 的 距离 (xz, 了 )=inf|z 一 y1 


=1,，F.Riesz 把 这 一 性 质 推广 到 一 般 的 (可 以 是 无 限 维 的 ) 赋 范 
引 理 3.7 (Riesz 引 理 ) 设 了 是 赋 范 空间 芯 的 子 空间 ， 若 了 
是 开 的 闭 的 真子 空间 , 则 对 于 任意 的 :0<B<1, 存在 zoEX， 使 
得 |zol =1 且 对 所 有 的 yeEY 都 有 
|zo—y{ 守 fp. 
证 明 任 取 veEX\Y， 记 4a 为» 与 了 的 距离 , 即 
a=ad(v,Y) =inf lv—yl. 


由 于 工 是 财 集 , 则 a>0( 第 二 童 定理 2. 11(5))。 任 取 A 0<p<1， 
出 下 确 界 的 定义 , 存在 YSY, 使 得 
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a ?Yop 


令 z0=c(v 一 如), 这 里 6 一 珈 二 5 则 1zol =1 且 对 每 一 个 yEY 有 


zo 一 引 宇 Bp 事实 上 
"ro—y1=|c(w—y)- y=celv—yo—e gl 
= clv—y!, 
这 里 纪 = 二 如 一 607YyE 了 ,因而 1v 一 剖 之 4a， 所 以 


一 由 一 cjlo 一 -~ >- -0. 
xo—y =clv—yleca [二 全 pb U 


定理 3.8 设 民 是 赋 范 空 间 ， 则 所 是 有 限 维 的 当 且 仅 当天 的 
单位 闭 球 玉 = {zEX zl 委 二 是 双 的 . - 
证 明 由 定理 3.6， 必 要 性 成 立 ， 现 证 充分 性 ， 设 团 单位 球 
MM 是 紧 集 ,假若 dim 半 = co。 任 取 x1.E, lzs|==1， 记 兰 | 为 由 1 
生成 的 苹 的 一 维 子 空间 , 则 对 是 X 的 真子 空间 ， 由 Riesz 5| 理 ， 


若 取 A= 二 , 则 存在 zzEX 使 得 1zs|=1 且 


5 一 2 之 p= 地 


记 下 ;为 由 x1,xs 生成 的 耳 的 二 维 子 空间 , 则 叉 ; 是 了 的 真子 空间 ， 
再 用 Riesz 5| 理 , 存在 zs€ 六 ,使 得 jxsal=1 且 


1z2 一 ?>p= 5， ia 一 >B= 亏 
如 此 继续 下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 个 以 中 的 序列 {z,} ,满足 
zn—zal> 志 mn). 


显然 {z,} 没 有 收敛 的 子 序列 ， 此 与 内 的 紧 性 矛盾 。 因 此 字 必 为 有 
有限 维 的 。 1 
此 定理 表明 ,在 无 限 维和 的 赋 范 空间 中 , 闭 单位 球 不 是 紧 集 . 
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由 定理 3. 6 与 定理 3. 8 可 以 得 到 如 下 推论 . 
推论 3.9 赋 范 空间 马 是 有 了 限 维 的 ， 当 且 仅 当 马 的 每 一 个 有 
界 集 都 是 . ! 紧 的 ， 


习 题 
1。 设 佬 | 和 省; 是 线性 空间 于 上 的 两 个 等 价 范 数 , {x} 是 下 中 的 序列 . 
证 明 : 
(i) {xz} 是 (Xj 上) 中 的 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 {zs} 是 ( 开 由 .和 ?中 的 
Cauchy 序列 . 
(ii) {zsj 在 范 数 人 用 下 收 公 于 zo。， 当 且 仅 当 {z,} 在 范 数 Li; 下 收敛 干 


过 0 。 

2. 在 1 中, 令 了 = {z= (6 | 对 每 一 个 放 N ,| 和 | 二 1}, 则 了 不 是 
紧 集 . 

3， 车 了 是 赋 范 空间 了 中 的 有 限 维 真子 空间 , 则 存在 z,EX, 使 得 |zol| =1 
有 infllzo— yl =1. 

4， 证 明 无 限 维 的 Banach 空间 不 能 分 解 为 可 数 个 列 紧 集 之 并 . 

5， 设 了 是 无 限 维 的 Banach 空间 证 明 X 中 任何 可 数 个 向 量 {e,} 都 不 
能 构成 下 的 Hamejl 基 . 


$4 有 界线 性 算 子 


泛 函 分 析 中 一 类 重要 的 问题 是 研究 赋 范 空间 XX 与 7 之 间 
的 映射 或 称 为 算 子 . 设 算 子 T: 匀 -> 了 Y， 当 了 = 数 域 必 时 ,了 TT 称 为 
. 了 上 的 泛 函 ， 回 顾 定 义 1.2, 若 了 :XX> 了 (对 与 了 定义 在 同一 数 域 
了 上 ) 保 持 线性 运算 , 即 对 任意 的 z,yE 和 和 ac 长 有 

T(r+y)=7T7rx+Ty, Tar) 一 CT， 
则 全 称 为 线性 算 子 。 令 
VT)= {rEX|ITz=0). 

WA(T) 称 为 算 子 了 了 的 零 空间 (null space) 或 称 为 算 子 的 楼 (ker- 
ee 232. 


nel)， 显 然 ,W(T) 是 耳 的 线性 子 空间 . 

对 于 线性 算 子 卫 : -> 了 , 容易 看 出 20=0, 这 里 用 0 同时 表示 
XX 与 了 的 零 元 . 

定义 4.1 设 7 是 赋 范 空间 卫 到 赋 范 空间 了 的 线性 算 子 ， 若 
存在 常数 c, 使 得 对 所 有 的 xEX 都 有 
(4, 1) ITzl<<el zl, 
则 人 D 称 为 了 上 的 有 界线 性 算 子 (bounded linear operator). 

在 (4.1) 中 ,虽然 范 数 采用 同样 的 记号 1 "|, 但 是 我 们 清楚 , [zl 
是 z 在 了 中 的 范 数 ， 而 jTz| 是 Tz 在 了 中 的 范 数 ， 定 义 中 我 们 用 
“有 界 ” 二 字 是 由 于 下 面 一 个 明显 的 事实 ，; 

T: 久 >Y 是 有 界线 性 算 子 ， 当 且 仅 当 T 把 中 的 任 一 有 界 集 
映 成 了 中 的 有 界 集 , 

此 结论 的 必要 性 是 明显 的 ， 现 证 充分 性 ， 由 假设 半 中 的 单位 
闲 球 5(0, 1) 的 像 了 (B(9,1)) 在 了 中 有 界 , 即 存在 之 0， 使 得 对 任 


意 的 yeB(0,1) 有 17y1 志 ce， 现 任 取 xEX,x 半 9， 则 -一 
zz| 


Tp- 
即 jTzl 过 clz|， 并 且 显 然 此 不 等 式 当 x 一 0 时 仍 成 立 
值得 注意 , 这 里 算 子 “有 界 ”的 含义 与 微 积分 中 有 办 函数 的 定 
义 是 不 同 的 , 在 那里 , 有 界 函 数 是 指 信 域 为 有 界 集 的 函数 . 
考察 不 等 式 (4. 1)， 对 于 所 有 的 zxEX, zsb 由 (和 了) 得 


(4.2) I7zl _ 
zl 


满足 (4.2) 的 常数 c 中 必 有 下 确 界 ， ea 必 有 上 确 界 
存在 . 


[7 ~ €B(0, 1)， 


于 是 


一 -一 0， 
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定义 4.2 设 7 了 是 赋 范 空间 下 到 赋 范 空间 了 的 有 界线 性 算 子 . 
令 


《4. 3) | 到 = sup 二 于 


2 称 为 算 子 了 的 范 数 (ncormy). 
大 半 二 149}, 则 定义 1 了 l=0， 显然 , 在 这 种 情况 下 70=0. 
当 了 是 和 上 的 有 界线 性 算 子 时 , 对 每 一 个 xE 久 都 有 
(4. 4) 1Zz] 入 12 .jzj. 
引 理 4.3 设 T 是 赋 范 空间 了 到 研 范 空间 了 的 有 界线 性 算 
子 , 则 
(4. 5) Il 四 = sup zzxl= sup JlTzl. 


次 忆 古 pT TERIrISI 


证 明 对 任意 的 zxEX, z 关 0， 则 T7 可 的 范 数 为 1， , 于 是 


jrl= sup -22l 


一 了 一 一 
EER,TEp zl a | [zl 


< sup ITzl< sup_ |7z| 
ERM Ti 
< 


SUD 7 lizi = Z|. 
因此 , (4.5) 成 立 ， 阳 
” 例 1 赋 范 空间 X 上 的 恒 等 算 子 1:X 玉 定义 为 
Iz=7x (xEX), 
则 了 工 是 有 界线 性 算 子 且 17j = 1， 
例 2 冉 范 空间 了 上 的 等 算 子 O: 故 -> 了 定义 为 
Oz=0 (zxEX), / 
则 是 有 界线 性 算 子 且 上 O01l= 
例 3 讽 人 了 :CLa, 5 ->CLo 5 定义 为 
(Tz)(t)=| zs)ds (CzECra,b]), 
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则 全 是 线性 算 子 ， 对 任意 7zEC[a,51,1z1==1, 有 
| ze)ds 


<maxiz(s)|. (8 一 5) 一 六 一 0 
人 8 


和 zj =max| (Tz)(t)|=max 
0th tb 


故人 卫 是 有 界 的 且 121 入 2 一 a， 另 一 方面 , 取 zo(t) 三 1, 则 


[T= sup | 22z| 之 1 了 zol = max 
| riml ut 


因此 ， I71=2—a., 
例 4 设 积 分 算 子 T:CLa,5bj->CLa,5j 定 义 为 


| 1ds| =b—0a. 


4 
和 


(Tz)(t)= | kG2,s)z(s)ds (zEC[a 5]), 


其 中 (ts5)( 称 为 了 的 核 ) 在 闭 区 域 [a,6]xLa,b] 上 连续 。， 久 知 个 
是 线性 算 子 .对 任意 xECLa, 5]， 


Tz) = max| (Tx) (Ct)! =max| | tC, §)x(s)ds 
<max| [g(t,8)|1. 1z(s) ds 
max | 182, 8) lds .max |z(s) | =ajzl， 
其 中 a=max| 14(t,s)1"s. 因此 下 是 有 界 的 且 171<a. 
下 面 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 设 MM= max E(té,s)|. 因 六 
| lt(iss)1ds 是 + 在 [a,5] 上 的 连续 函数 ， 所 以 存在 toE[a,5]， 
«=max| 18(ts)1ds=| 18(tos)lds 
令 


1, 下 k(tos 3S) 之 0 


20(8) =signk (ito, =} 1, 泌 (to, 5) 二 0 
i 02 0 " 
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dt sh 


显然 2 是 [a,5] 上 的 可 测 函 数 ， 应 用 JTyant 定理 ， 对 任意 的 e> 
0, 存在 一 个 测度 小 于 =77 的 集合 4 及 [a,51 上 的 连续 函数 z， 使 得 
1z(s) | <1(sELa, 5]) Hz(e) =Zo(s) (sE[q, 51\A), 故 |z] =1, 在 
集 4 上 |jz(s) 一 Zo(s) | 过 2, 于 是 : 


a=| le(t0,s)lds=| bléo, s)Zo(s)ds 


< | kto sz(e)ds| 二 | klto,s) (Zo(s) —z(s))ds 


<|7} 1zl 十 | 18(tos)12o(s) 一 z(s)1ds 
<ITI+2M.77= ITI+e 
由 e 的 任意 性 , 便 得 到 a 三 171E. 综合 上 面 的 证 如 便 得 到 


I 二 =a=max| |ECE, 8) lds. z 


v 


例 5 设 C[0,1] 是 [0,1] 上 具有 连续 的 一 阶 导 函数 的 函数 的 
全 体 ， 视 C1C0, 1] 为 [0, 1] 的 子 空间 ， 考 虑 微分 算 子 D:CL[0,1] 
->C[0, 1 其 定义 为 


(pz)(t)= 寺 2 (zECI[0,1). 


最 然 ， 刀 是 线性 的 ， 但 刀 不 是 有 界 的 ， 事 实 上 ， 取 zwECI0，17?， 
za(t) 二 t"(nEN), 则 对 每 一 个 nxEN 有 [zx,1 =1 且 


lIDz,i =max|r(t)|=max|ni’ | 一 外， 
0 4 1 0 3 


这 表明 不 存在 一 个 固定 的 常数 c, 使 得 12za[ 一 as<c 对 任 起 的 n 都 


成 立 ， 故 万 不 是 有 界 的 ,或 者 说 刀 是 无 界 的 . 
现在 我 们 证 明 , 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 . 


定理 4.4 设 下 是 冉 范 空间 天 到 赋 范 空间 工 的 线性 算 子 ， 则 
。， 236 。 


《1) 了 在 三 上 是 连续 的 , 当 且 仅 当 了 在 和 上 是 有 界 的 . 

(2) 知人 在 某 一 点 zoS 连续, 则 了 在 六 上 连续 . 

证 明 (1) 当 了 为 零 算 子 时 ,结论 显然 成 立 ， 现 设 工 头 0. 
“< 后 ” 设 了 是 有 界 的 。 任 取 zxEX， 对 于 任意 的 se 之 0, 取 0= 


则 对 一 切 满足 lz 一 zol<6 的 =“ 有 


[Tz—Tzol =|7T(z—z) < ITIs— ol < 2 三 e， 
由 第 二 章 定义 4.4 知 ;了 在 点 2 连续 ， 由 %6 的 任意 性 ， 则 得 了 在 
祥 上 连续 , 
“之 ” 设 T 在 了 上 连续 ， 则 T 在 点 xoEX 连续 于是， 对 
z 二 1, 存 在 6 二 0, 使 得 对 一 切 满 足 jz 一 xoj<6 的 x 有 
(4,6) 人 zx 一 了 < 一 1 


任 取 站 ,Jy 半 0， 令 X= 二 Xo 十 


下 yal 


21 如 则 一 “0 一 5 |z 一 zo = 


0 


， 由 (4.6) 式 ,得 到 


Treo 


-a 


从 而 
Tyl < $y. 


记 “e = 则 6 是 一 个 与 了 无 关 的 常数 且 jT 站 过 clyl， 这 表明 工 


是 有 界 的 . 
(2) 由 (HD) 的 “二 ”部 分 的 证 明 可 知 ， 若 卫 在 斥 的 某 一 所 zo 连 
续 , 则 呈 是 有 界 的 ， 从 而 由 (1 全 在 站 上 连续 ， 趾 
推论 4.5 设 T 是 赋 范 空间 于 到 赋 范 空间 了 的 有 界线 性 算 子 ， 
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则 下 列 结 论 成 立 , 

(1) 若 4>7, 则 Tz 一 Tz. 

(2) 7 了 的 零 空间 WV(T) 是 团 的 . 

证 明 (1) 由 定理 4.4(1) 及 第 二 章 定理 4.5 得 证 . 

(2) 任 取 (TT) 中 的 序列 {zn}， 若 zn 一 +， 由 第 二 章 定 理 4.3 
(2), 只 要 证 明 zxENH(T)， 由 (1)， 若 zn 一 2, 则 Tz。->Tz， 并 且 由 
于 Tz 二 0(nEN), 必然 Tr=0, 因此 xEN(T). 和 

设 玉 和 了 是 在 同一 数 域 上 的 赋 范 空间 ， 吃 (XX, 了 ) 表 示 所 有 X 
到 了 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 组 成 的 集 ， 对 于 任意 7T,，SEB (X,Y) 
和 任意 的 数 % 下 十 3 与 oz 定义 为 

(了 十 必 )7 一 1 十 人 2 
(0 )7 一 CdYZX (x2E XX). 
显然 ,了 十 SE 和 有 (和 了 了 )，a7E 胸 ( 司 , 了 )， 并 且 按照 上 述 加 法 运算 和 
数 乘 运算 碗 (和 ,了 ) 成 为 线性 空间 ， 显 然 急 ( 了 X,Y) 中 的 零 元 素 就 
是 站 到 Y 的 零 算 子 折 ， 现 在 在 委 ( 和 ,了 ) 上 赋予 范 数 ， 对 于 耗 (和 
7) 中 任 一 元 素 7,7 的 范 数 规定 为 算 子 范 数 jT|, ( 见 (4. 3)). 容易 
验证 ,这 样 定义 的 范 数 满足 范 数 公理 (W1)，(N2),(N3)， 例 如 验 
证 (N3) 成 立 ， 对 于 任意 的 zEX, 有 

z [T+S)zl<ITzl + lszl<(TI+ SD Iz!, 
因此 12 十 强 科 1 下 十 11， 归纳 上 述 讨论 ,我 们 已 经 得 到 了 下 面 的 
定理 . 

定理 4.6 赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 了 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 : 
全 体 组 成 的 线性 空间 妇 (X,Y) 按 通 常 的 算 子 范 数 成 为 赋 范 空间 ， 
Bl 任 莫 有 的 TE 地 ( 革 ,了 )， 


( 注 ) 在 标书 中 我 们 把 赋 范 空间 (如 下 和 了 ) 的 零 元 素 记 为 9, 而 把 绍 (X, 了) 中 的 : 
零 元 丑 记 为 0, 
238 *。 


J7z| _ sup lI7Tz]. 


I71= Se [zf ex zr 

自然 会 提出 这 样 一 个 问题 ， 在 什么 条 件 下 家 (和 ,7) 是 Ban- 
ach 空间 ?下 面 的 定理 回答 了 这 一 问题 .值得 指出 , 在 下 面 定理 的 
条 件 中 并 不 要 求 了 是 完备 的 . | 

定理 4.7& 震 工 是 赋 范 空间 ,了 是 Banach 空间 , 则 才 ( 了 ,了 ) 
是 Banach 空间 . 

证 明 设 {T,} 是 卿 (XX,7 了 ) 中 任意 的 Cauchy 序列 ， 则 对 任意 
e>0, 存 在 正 整 数 入 ,使 得 
(4.7) | 全 ,一 下 < (n,m>N). 
于 是 ,对 任意 的 zE 尺 , 当 n,m>>NW 时 ,有 | 
{4.8) ， | 了 xz 一 了 2 = TT rTT,.— 7, 11zl elzl. 
从 (4.8) 式 可 以 看 出 ， 对 每 一 个 xE 对 ，{T,z} 是 了 中 的 Cauchy 序 
列 ， 由 于 了 是 完备 的 ， 则 对 每 一 个 z€ 可 设 T.x->yEY. 这 样 ， 
定义 了 一 个 算 子 T: 对 > 了 ,使 得 对 每 一 个 xE， 


Ty=y=limT,z. 
. 种 on 


算 子 了 是 线性 的 ,因为 = 
T(azit fr) =limT, (oz + Px) 
—QlimT,z1+ plimT,% 
一 0YX1 十 xz 
现 证 下 是 有 罚 的 月 了 .> 由 (4.8) 及 范 数 的 连续 性 , 当 % 二 
A 时 ,对 任意 的 z 民 ， 
(4. 9) [Tz— Tz =lim {Tz2— Tn,zlelzi. 
这 表明 , 当 mn 二 VW 时 , 7, 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 又 7T, 是 有 界 的 ,所 
拟 了 三 1 一 (一 人 2) 是 有 界 的 ， 即 ZE 静 ( 和 了)， 并 且 由 (4.9) 
得 到 
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IT 一 7 = sup] (T,—T)sl<e (n>N). 


lr = 


因此 了 一 > 人 (>co)， 上 

关于 有 界线 性 算 子 的 复合 有 如 下 结论 ， 

定理 4.8 设 和 ,了 ,了 都 是 赋 范 空间 ， 刀 :和 -7，S:7->2 都 
古 有 界线 性 算 子 ， 则 了 与 8 的 复合 SeT: 牙 2 也 是 有 界线 性 
算 子 ， 

证 明 对 每 一 个 zE 和 ，(So)z=S(Zz)， 显 然 So 是 线 
性 的 ， 对 任意 的 ?EX 

OVOEABSIAIIVAA SI A 

故 SoT 是 有 界 的 ， 且 1SeTI<1S1-17TI. 0 

设 TE 好 ( 对 ,了 ), SE (7Y,2). 我 们 定义 二 算 子 T 与 5 的 乘积 
ST 为 TT 与 5S 的 复合 ， 即 ST=S。T， 或 者 

(ST)z=S(Tz) (zxEX). 
由 定理 4.8 知 ， 算 子 乘积 STE 绍 (X,Y 了 ) 且 满足 
szI<1s1.I2 

一 般 地 ， 设 忆 是 赋 范 空间 .车 在 忆 中 定义 了 二 个 元 素 z 与 

的 乘积 运算 ，z 与 y 的 乘积 记 为 zy， 并 且 满 足 
[zy < lz hyl, 

则 称 了 为 赋 范 代数 (normed algebra)， 当 赋 范 代数 对 关于 范 数 完 
备 时 ， 则 称 下 汶 Banach 代数 (Banach algebra)， 由 定理 4.7 及 定 
理 4.8 知 | 当天 是 Banach 空间 有 时， 地 ( 革 ,及 ) 是 Banach 代数 ， 


习 题 
1. 设 C1[0,1] 中 的 范 数 定义 为 


z dxr(t)! 
lslls=max lz(t) | + max or 


0.1]】 ， 


证 明 C0:[0,1] 到 C[0,1] 上 的 微分 算 子 D: z(DH>e2 (是 有 界 的 . 
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2。 对 于 XX 一 (56196529) E12 定义 L 上 的 左 移 算 子 4, 为 
2 一 (én+i1s Ent ***), 

证 明 4,:22->L2 是 有 界 的 是 4, 上 =1. 

3， 设 耳 , 了 是 线性 空间 ,7: 久 > 了 是 线性 算 子 , 且 人 是 满 射 ， 证 明 : 

(i) Ti; 了 > 存在 的 充分 必要 条 件 是 ,车 Tz 二 9, 则 必 有 7 二 0. 

(ii) 若 T~!， 存在 , 则 T-! 也 是 线性 的 . 

4. 设 X, 了 是 赋 范 空间 ,7T; X-> 了 是 有 界线 性 算 子 ， 且 也 是 满 射 。 若 存 
在 正 数 5 ,使 得 对 一 切 zEX 都 有 

7zll26llzj, 


则 了 -1;Y->X 存在 , 它 也 是 有 界线 性 算 子 并 且 |7 -< 元. 


5， 设 (ai9) 是 无 穷 矩 阵 , 满足 sup 这 jaw|<< 十 2， 对 于 x= (8&1 63) 
让 ,定义 算 子 T; 售 ->: 
Tz= {71 7 N= jots (i€EN). 


j=1 


证 明了 是 有 界线 性 算 子 , 有 T=sup > 1 
1=1 


8$ 5 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 


在 线性 代数 中 ， 我 们 知道 R* 到 R" (或 者 Cn 到 Cm) 的 线性 
算 子 与 一 个 mxz 算 阵 相 对 应 ， 在 本 节 中 ， 我 们 指出 从 nn 维 线性 
空间 到 么 维 线性 空间 的 线性 算 子 也 与 一 个 和 类 x2 和 矩阵 相对 应 ， 由 
此 可 见 ， 和 矩阵 是 研究 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 的 有 力 工具 ， 并 且 
我 们 还 将 指出 一 个 重要 的 结论 ， 有 限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 是 
有 界 的 ， | 

设 六 ,了 是 在 同一 数 域 K 上 的 有 限 维 空间 , dimX=n, dimY = 
Mm， 并 设 = {e1,…, es} 是 子 中 选 定 的 一 个 基 , B= {51,…, bm} 是 
了 中 选 定 的 一 个 基 ， 且 如 和 B 中 的 基 元 保持 固定 的 次 序 。 考 虚 任 
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1 


意 的 线性 算 子 T: 卫 -> 了 .每 一 个 叭 和， 在 基 妃 下 有 唯一 的 表 未 


(3. 1) T=é1e1t "Snen. 
由 二 了 是 线性 的 ，z 的 象 
《5 。 2 ) y=Tz=7( Dée )= > biTer 
k=1 b=1 


由 于 表示 式 (5. 1) 是 唯一 的 ， 可 见 了 完全 由 Tel, …，Te, 唯一 确 
定 ， 另 一 方面 ，z 的 象 y 以 及 每 一 个 Tes 在 工 的 基 互 下 有 唯一 
的 表示 


Tes= > ti eb; (EK=1,., 71). 
z j= 
把 上 面 二 式 代 入 (5. 2)， 得 到 
Sy b; =Y = > ésTer = > 6 之 ,tkDy 
j=1 k=1 j=1 


k=1 


因为 {81,…, bm} 线 性 无 关 ， 所 以 各 个 bj 的 系数 相等 ， 印 


(5. 3) 0s= > bsrér(j= 1, ,1m). 
5 | 


这 样 ， 我 们 得 到 结论 ，z= > ,ex 的 象 y=7Tz= > ,1107 由 (5. 3》 
k=1 j=1 
全 .3) 可 以 与 为 乱 阵 运算 的 形式 
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tll “0 bin 
re 
bmi A na 有 
则 z% 维 线性 空间 X 到 m 维 线 性 空间 了 Y 的 线性 算 子 全 对 应 于 一 个 


(关于 革 和 了 的 确定 的 基 和 确定 的 基 元 次 序 的 ) 人 矩阵 Ts. 
反 过 来 ， 每 一 个 入行 2 列 筷 阵 ZFpp 决 定 了 一 个 瑟 到 了 的 


线性 算 子 - Fs 使 得 对 于 每 一 个 二 >_érerEX, 由 (5. 4) 得 到 7 


k=] 


… 7m， 从 而 对 应 于 了 中 的 一 个 元 y= 二 Tx 二 之 jb 


j=1 
定理 5.1 有限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 是 有 务 的 。 或 者 说 
设 王 是 有 限 维 赋 范 空间 ，7 了 是 赋 范 空间 ，2 :和 -> 了 是 线性 算 子 , 则 
了 是 有 办 的 . 
证 明 设 dim 了 兰 =n, (te yen) 是 下 中 的 一 个 基 ， 对 于 每 一 
个 人 党 可 唯一 表示 为 t= 六》 ie 于 是 


一 


I7z] -2 se 


= [S3870l< 5218:| re 
+=1 t=1 


<max |7Tel. >,1é. 
,和 守 和 i=1 


粒 用 5| 理 3. 1， 存 在 常数 c 六 0， 使 得 
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1 1 和 . 
3&1 < Sse 
i=1 


z 一 1 


二 
| = lz 


1 
Tz < max ITesl lzl=…1zh， 
1 志和 


这 里 7 一 max 【7ei| 是 常数 ， 因 此 人 是 有 界 的 。 0 


习 是 
1， 设 多: Ri->Rs, 使 得 对 X= (£1, 52, 69) ER 
27 一 (651 629 — 61— 62). 
求 卫 的 值 域 殉 ( 人 7) 零 空 间 .4 (7T) 以 及 TT 对 应 的 矩阵 , 
2， 设 和 是 郊 维 线性 空间 , 了 是 开 的 真子 空间 ， 取 一 固定 点 zuEXN， 证 

明 在 瑟 上 存在 一 个 线性 泛 国 了 ， 使 得 f(z0)==1 且 对 一 切 zE 了 有 f(x) =0. 

3， 设 了 丰 % 维 线性 空间 XX 上 的 非 零 线 性 泛 活 , 汪 明了 的 零 空 间 W (有 ) 是 
2 一 ] 维 的 . 


86 有 和 腊 线性 沱 函 


设 开 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 .车 f: 对 > 民 是 线性 算 子 ， 则 f 
称 为 XX 上 的 线性 汉 孙 (linear functional)， 当 基 ==R 时 ,+ 称 为 实 
线性 泛 范 ; 当 民 ==C 时 ，f 称 为 复线 性 泛 销 ， 

设 了 是 数 域 K 上 的 赋 范 空间 . 若 f: 了 ->KK 是 有 界线 性 算 子 ， 
则 | 耻 称 为 承 上 的 有 界线 性 泛 明 (bounded iineer functional). 按 
照 定义 4.1， 若 是 民 于 的 有 办 线 性 记 图 ， 则 存在 常数 c， 使 得 
对 所 有 的 zc 和 都 有 

[f(x) Iclzl. 

并 且 按 照 定 义 4.2， 了 的 范 数 | 几 和 定义 为 
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0 El 
由 39| 理 4.3， 还 可 以 得 到 
f= sup 1f(aD1= sup_ If (Dl. 


学 CE 和 | T= 
这 时 ， 对 每 一 个 zE 了 都 有 
If (x) | fi zt. 
由 定理 4. 4， 可 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 6.1 设 f 是 赋 范 空间 上 的 线性 泛 阔 ， 则 在 了 上 
连续 ， 当 且 仅 当 了 在 天 上 是 有 界 的 ， 
举 几 个 例子 ， 
例 1 设 (X, 上 1) 是 赋 范 空间 ， 范 数 上 .1: 也 一 民 是 对 上 的 
连续 泛 范 ， 但 不 是 线性 泛 函 ， 
例 2 在 民 * 中 到 一 固定 点 ec= (ai az as),. 定义 泛 乓 记 及 > 下 
舍得 对 于 每 一 个 z= (61, 862, 5639) ER 
f (2)=é6011+ 6202 + S6303。 
f 显然 是 线性 的 ， 而 f(z) 实 际 上 是 向 量 > 与 固定 向 量 a 的 数量 
积 ， 于 是 
[f(z)|< al lzl， 
故 是 有 界 的 且 1 上 flal, 另 一 方面 取 zo0=a， 则 
[f(z0) | = Dat: bal= 1al :tzol, 
于 是 上 几 宇 lal， 综 上 所 述 ， 得 到 1f| =]al. 
例 3 在 财 区 间 [Lc, 2 上 取 一 国定 点 ic. 定义 泛 国 六 CLa, 5 一 
R (这 里 CLa,5j 是 实 空间 )， 使 得 对 每 一 个 xECLa, 5] 
1 (2)=2(t0). 
f 显然 是 线性 的 ， 由 
: {f(z)|=1z(0)1<lzl, 
得 到 f 是 有 界 的 且 1f1l 志 1， 田 一 方面 ， 取 x6(t) 硅 1 则 
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i i Lm 而 一 -HI 生 4 


jzo1= z(t0)| =1=)zol, 
于 是 上 fl 之 1， 综 上 所 述 得 到 f= 二 1 
应 用 $4 定理 4.6 的 结论 ， 我 们 给 与 下 面 的 定义 . 
定义 6.2 设 半 是 数 域 人 上 的 峰 范 空间 .我 们 把 人 上 所 有 有 
盘 线 性 泛 函 的 全 体 组 成 的 赋 范 空间 录 ( 了 , 民 ) 称 为 的 对 偶 空 间 
(dual Space) 玻 称 为 共 力 空间 (conjugate Space)， 记 为 开 *， 即 
Xi* 一 胸 (z, 民 )， 对 每 一 个 fEX*，j 的 范 数 定义 为 


f= sup HE gop La 


ER TE |zl TE T= 1 


由 于 民 和 C 都 是 完备 的 ， 应 用 定理 4.7， 可 得 到 下 而 的 定 


理 . 

定理 6.3 赋 范 空间 X 的 对 偶 空 间 X* 是 Banach 空间 . 

注 从 理论 上 讲 ， 在 给 出 赋 范 空间 了 的 对 侦 空 间 X* 的 定 
义 时 ， 我 们 应 该 指出 生 * 中 有 非 零 元 素 〈 即 站 上 非 零 的 有 界线 性 
泛 孙 ) 存在， 由 于 在 证 明 此 问题 中 需要 用 到 Hahn-Banach 定 
理 ， 我 们 把 它 放 在 下 一 章 的 推论 1. 3 之 后 说 明 . 

为 了 有 助 于 理解 对 偶 空 间 ， 在 列举 一 些 对 和 偶 空间 的 例子 之 
前 ， 我 们 介绍 赋 范 空间 同 构 的 概念 . 

定义 6.4 设 XX,Y 是 赋 范 空间 ，7: 也 -> 了 是 线性 算 子 . 董 
7T 是 双 射 且 保 持 范 数 ， 即 对 每 一 个 xE 

ITz| = zl, 
则 及 称 为 瑟 到 了 上 的 等 距 同 构 映 射 (isometric isomorphism). 

若 存 在 一 个 从 赋 范 空间 了 到 赋 多 空间 工 上 的 等 中 同 构 了 喘 射 ， 
则 及 与 了 称 为 是 等 距 同 均 的 (isometrically isomorphic), 或 者 
说 ， 太 和 了 是 两 个 等 距 同 构 的 赋 范 空间 ， 

由 此 定义 可 知 ， 峰 范 空间 站 到 赋 范 空间 了 上 的 等 距 同 构 映 
射 是 等 距 映 射 《 见 第 二 章 定义 4.7)， 并 且 更 个 等 距 同 构 的 赋 范 空 
° 246 * 


间作 为 线性 空间 是 同 构 的 〈 见 定义 1 27). 在 等 跟 同 构 的 意义 下 ， 
我 们 可 以 把 两 个 等 距 同 构 的 赋 范 空间 X 与 了 着 作 是 同一 的 ， 并 
且 在 此 意义 下 可 记 为 站 = 了 ， 这 一 认识 将 应 用 到 下 面 的 例子 中 . 
例 4 R* 的 对 偶 空间 是 RR"， 即 (R”)*=R" 
证 明 设 JE(R")*，{e1,…,ex} 是 民 * 的 一 个 基 ， 其 中 ei 的 
坐标 除 第 1 个 是 1 外 其 余 全 是 零 (i 一 1,…,n)， 令 @; 二 f(es) (i= 


32)， 则 对 于 任意 z= YeieER。 


f=:1 


(6.1) f(z) = SE fe) - Siéa. 


令 4 二 (@1 ,0,)， 则 aERs 旦 ca 由 了 所 唯一 确定 ， 反 之 ， 对 于 
每 一 个 aER"， 由 (6. 1) 式 可 唯一 确定 一 个 R" 上 的 线性 泛 函 f. 因 
此 映射 i> a 是 (R")* 到 及"* 上 的 映射 并 且 显然 是 线性 的 ， 现 在 
证 明 这 个 映射 保持 范 数 ， 对 任意 的 zER"，f(z) 由 (6. 1) 表 出 , 应 
用 Cauchy-Sch warz 不 等 式 


01< Dis (Fe) (Da) -te =|zl. lal, 
故 | 天 < 上 aj， 为 一 方面 ， 取 zo=a， 则 


|f (20) | = Sa- laol “lal, 


故 | 作 之 lal。 因 此 | 几 = jai. 这 样 ， 映射 了 >a 是 (R")* 到 R* 
上 的 线性 映射 ， 保 持 范 数 并 且 是 双 射 ， 因 此 (R")* 与 R" 是 等 距 
同 构 的 ， 
例 5 的 对 偶 空 间 是 习 ， 即 (2 )*==1*, 
证 明 讽 人 ee …)} 是 上 的 一 个 Schauder 基 ， 其 中 基 元 8， 
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ee ek 


的 坐标 除 第 i 个 是 1 外 其 余人 金 是 零 (iENN)， 对 于 每 一 个 xEl ，: 


有 了 唯一 的 表示 式 z= SJ&ies, 任 取 fE(1')*, 令 ai=f(e:) (iE 


一 1 


N). 由 于 了 是 线性 和 连续 的 ， 则 
《6. 2) f (2)= > $1f (es)= 3 


令 a=(@1,%,…)， 由 于 lesl=1GiEN )， 
lg|=|f(e) lIfl. Te;l:= fi (iEN), 
故 a€1”。 我们 得 到 如 下 结论 a 由 了 所 唯一 确定 且 
(6. 3) : lal ef. 
另 一 方面 ， 对 于 每 一 个 6= (pi, DJ) 由 下 式 对 应 于 
7 上 的 一 个 有 务 线 性 沁 轩 9: 


y(z) 一 YE (z= (有 …)E1D)， 


t=1 


事实 上 ， 易 知 9 是 线性 的 ， 并 且 由 于 


Tg(x) [| 委 > 5 <sup | 有 ;| > 一 tam 


我 们 得 到 9 是 有 界 的 且 
(6. 4) lg1< lol.. 

上 面 的 讨论 表明 : 映射 ->a 是 (21)* 到 1” 上 的 线性 映射 并 
且 是 双 射 ， 当 9 与 它 的 对 应 2 换 为 了 与 它 的 对 应 a 时 ，(6.4) 式 
就 变 为 iH 志 hal。， 加 之 (6.3) 式 ， 我 们 得 到 | 用 = 1 -这 表明 
映射 了 > a 是 保持 范 数 的 ， 因 此 (10* 与 7" 是 铭 距 同 构 的 . 


例 6 1? 的 对 侦 空 间 是 14(1<p<o%， 地 + 二 1)， 即 (1?)* 


—19 
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证 明 设 {eye…)} 是 22 的 一 个 Schauder 基 ， 其 中 基 元 e! 
多 坐标 除 第 ;个 是 1 外 共 余 全 是 零 GEN)， 对 于 每 一 个 XEl?，# 


DO 


有 了 唯一 的 表示 式 z=: > 5ier. 任 取 fE(D?)*, 令 ;= 二 f(ew) (iEN). 


i=] 


由 于 了 是 线性 和 连 纺 欧 ， 则 


{6.5) f(z)= > Eif (ei) = SEiar. / 


令 4= (ai， Ws, …). 下 面 我 们 证 明 cc 2， 为 此 ， 取 z， 一 《了 é2" » …) 
{2€EIN), 其 中 


ms 


: | a， | 巷 < 
£ 0 1 (A 且 . Qi >=0 
{Sd.6) 


0， 2 > 或 %; 二 0， 
出 (6.5) 尺 (6. 0) 式 ， 我 们 得 到 


f (x) = > Ef, 人 >， [ai 
由 (6. 6) 式 及 关系 式 94 一 了 一 9， 有 


f(s) = 1f (a) 1 SH zi (下 ) 


i=1 


ie3 als ). 


了 二 


-HI 人 (ein ) 


综合 上 面 二 式 ， 得 到 


! 


3 EA A ). 


1 


有 SEE 
上 武 两 端 辣 除 以 (Zl ) ， 征 到 
i=1 
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i i 


(Slt) (Slay < 
因为 是 任意 的 ， 因 此 令 w->co 时 ， 便 得 到 
(6.7) cl,= =-( 王 le < 


t=1 
这 证 明 了 a 二 (01， Ws, ELY, 
力 一 方面 ， 对 于 每 一 个 b= (pi, bs, 和 7 由 下 式 对 应 于 
lt? 上 的 一 个 有 务 线 性 泛 天 9: 


9g (72) = 2 (z=(é1,62, °° )EL?), 


Y 一 1】 


事实 上 ， 9 显然 是 线性 的 ， 并 且 由 H6lder 不 等 式 
ep <(> | 有 六 全 py 


=|zl»: ol. 

因此 9 是 有 历 的 且 
(6. 8) [EA 中 

上 面 的 讨论 表明 ; 映射 fF>a 是 (1?)* 到 Lr 上 的 线性 映射 
并 且 是 双 射 ， 当 g 与 它 的 对 应 羡 换 为 了 与 它 的 对 应 时 ，(6.8) 
式 就 变 为 | 州 委 jc|。， 加 之 (6.7) 式 ， 我 们 得 到 | 用 = 这 表 
明了 喘 射 ffF~>g 是 保持 范 数 的 。 因 此 (172 与 17 是 等 距 同 构 的 . 

由 于 篇 幅 所 限 ， 下 面 的 例子 我 们 仅 给 出 结论 而 略 去 它们 的 
证 明 . 

例 7 co1 王 上 .这 里 co 是 收敛 于 零 的 序列 的 全 体 ， 按 通常 序 
列 的 线性 运算 和 上 确 界 范 数 成 为 Banach 空间 ， 取 与 例 5 (或 例 
6) 中 相同 的 Schauder 基 {te e2，,…}, 于 是 对 每 一 个 z= (é&1, 6,,…) 
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19(7)| = 


eco zz 有 唯一 的 表示 式 z= > ,5ei。 对 于 fEcs, 令 a;==f(e,) 


(iEN)， 则 有 如 下 结论 ， 在 等 距 同 构 映 射 下 ， 每 一 个 fEc} 对 应 
于 a= (aaa …)ED， 使 得 


让 (OZ) 一 EG (t=(€1 €2°°)EC0), 


并 有 TFT=lol= nlc, 


例 8 c*=1!， 这 里 c 是 收敛 序列 的 全 体 所 组 成 的 空间 ， 按 
通常 序列 的 线性 运算 和 上 确 界 范 数 成 为 Banach 空间 ， 取 一 个 
Schauder 其 {el es»，, 上 其 中 好; GEN) 与 例 9 (或 例 6 ) 中 的 基 
元 相同 ，e = 二 (1, 1,…)， 于 是 对 每 一 个 z=( 人 5 )Eco， 2 有 了 唯 
一 的 表示 式 z= (limén)e 二 访 )(&1 一 lim5&r)es， 对 于 fEc*, 令 a= 


t=1 


了 (e) — >_,f(ei), %=f (ei), 则 有 如 下 结论 ， 在 等 距 同 构 映 射 下 ， 


f=1 


每 一 个 fEc* 对 应 于 a4= (0 01 2 jel, 使 得 


f(z) Qlimé, 十 了 (z=(é81, 62,°°) Ec), 


并 且 [ 有 =1el=lal+Snvlal 


p *—- 9 : 1 1 
例 9 (Lr[a, 6})*=L?[a,b] (1<7<%, 万 十 5 1) 
在 等 上 距 同 构 上 映射 下 ,每 一 个 fE (DZ2Le;D])* 对 应 于 9SEZ2La, 2 


使 得 对 每 一 个 zEL?La, 5] 
。257 ， 


(6. 9) f(z)=| z(t)9(t)dt, 


并 且 【HH=lgl=(| tl9c0) ras 六 


例 10 (Ll[a,58])*=L"[a,b]. 

在 尝 耻 同 构 映射 下 每 一 个 1 (LLg,5])* 对 应 于 gED*[a,5j]， 
使 得 对 每 一 个 xELia,5] 泛 函 了， 仍 可 以 由 9 按照 (6.9) 的 形式 表 
示 出 来 ， 并 且 上 |f1==1g1。， 这 里 


lg| ,= inf sup g(t)1. 
ECta, 6b) 


LLa,5j 中 的 元 素 9 常 称 为 本 性 有 和 界 可 测 蚁 数 ， 即 除去 一 个 零 测 
度 集 吾 外 ，g(t) 在 [a, bj\B8 上 是 有 界 的 ， 

例 11 (cfa,b])*-=NBV[a,b), 

我 们 用 BVfe, 3] 表示 在 La,51 上 所 有 有 界 变 差 范 数组 成 的 空 
间 ， 即 对 每 一 个 gyEBV[La,5],，9 是 定义 在 La,2j 上 的 函数 且 


Vs(g)= sup 2,19(t;)—g9(t-1)| 

是 有 限 的 ， 式 中 的 上 确 界 是 遍 取 [a,b] 上 所 有 如 下 的 分 法 而 得 
到 的， 

6 一 8<<t< < 一 0 
这 里 以 及 ta 二- 的 选取 都 是 任意 的 ，V3(9) 称 为 有 界 变 
差 函 数 9 的 侈 变 差 ( 见 第 四 章 85), 按 通常 函数 的 线性 运算 以 及 下 
列 范 数 

和 外 三 19(e)| +Vs(9), 
BV[La, 纪 成 为 赋 范 空间 ， 

NBV[a, 5] 表 示 BV[a, 5] 中 满足 下 列 正规 化 条 件 的 所 有 元 素 

9 构成 的 子 空间 ; 
» 252。 


9(a) =0, g(t+0) = lim 9(s)=9(t) (a<t <0). 
可 以 证 明 ， 在 等 距 同 构 映 射 下 ， 每 一 个 fE(C[a,5])* 对 应 
于 9SENBV[a,5]， 使 得 
(6. 10) f(z) =| s(t)dg0t) (zxECLa, 5]), 
并 且 上 1 用 ==19g1 = 二 Vs(g)， 注 意 (6. 10) 中 的 积分 是 Riemann-Stielt- 
jes 积分 . 


习 J 
1. 求 ( 民 "| 和 由) 的 对 偶 空 间 , 这 里 
jz 一 max |é| (= (1 Er) ER?). 
2. 证 明 ce 的 对 侦 空 间 是 . 
3. 在 实 空 间 CLa,8] 上 定义 泛 函 1, 使 得 对 每 一 个 x€C[a, 5] 
fo) = > hz(t), 
z := 1 


其 中 bis "sin 是 [a， bi 中 % 个 不 同 的 因 定 点 ， nis "yg 1 是 一 组 固定 的 实数 ， 


证 明了 征 有 界 的 ,并 求 出 了 的 范 数 . 
4， 在 实 空 间 CLo, 0 上 给 定 一 元 YEC[a,8], 定义 泛 阔 fy, 使 得 对 每 一 个 - 


reC[a,b] 
fr(2) 一 | (DC 


证 明 fo 是 有 界 的 , 并 且 | 一 | 19(9 12#， 


® 233" 


第 六 章 ” 赋 范 空 间 和 anach 空 间 
的 基本 定理 


在 赋 范 空间 和 Banach 空 间 的 理论 及 其 应 用 中 , Hahn-Banach 
定理 , 一 致 有 界定 理 ， 开 上 映射 定理 (及 逆 算 子 定理 ) 和 闭 图 象 定理 
是 几 个 航 其 重要 的 其 本 定理 .它们 构成 了 泛 函 分 析 理 论 发 展 的 基 
础 ， 这 些 基本 定理 的 产生 与 数学 的 其 他 学 科 ( 例 如 计算 数学 ,运筹 
-学 ,微分 方程 、 随 机 过 程 等 ) 有 和 密 团 的 关系 ， 同 时 这 些 基本 定理 又 
在 这 些 学 科 的 发 展 中 具有 重要 的 作用 , 


$1 Habn-Banach 定理 


在 本 市 中 所 要 介绍 的 Hahn-Banach 定理 是 赋 范 空间 中 关于 
有 界线 性 泛 溯 的 扩张 定理 .一 般 形式 的 Hahn-Banach 定 理 指 出 ， 
在 一 般 线性 空间 的 子 空间 上 定义 的 线性 泛 函 ,在 一 定 的 条 件 下 , 可 
以 扩张 到 整个 空间 上 去 ( 详 见 下 节 )， 如果 把 我 们 的 讨论 限制 在 赋 
范 空 间 , 那 林 Hahn-Banach 定理 在 赋 范 空间 中 有 如 下 的 形式 ， 

定理 1.1(Hahn-Banach)， 设 人 HW 是 赋 范 空间 芷 的 子 空间 ,f 是 
MM 上 的 有 和 究 线 性 泛 钠 , 则 存在 一 个 六 上 的 有 界线 性 泛 函 九 使 得 

(i) 了 是 了 在 和 上 的 扩张 , 即 对 一 切 xzEM 有 YY)=f(z)) 

(ii) |] 利 x==1fiy， 这 里 上 lx 表示 了 作为 和 上 的 有 界线 性 泛 
通 的 范 数 , 上 fl 表示 了 作为 好 上 的 有 界线 性 泛 函 的 范 数 . 

此 定理 的 证 明 , 我 们 将 在 下 一 节 中 专门 阐述 ， 

Hahn-Banach 定理 告诉 我 们 , 在 赋 范 空间 的 子 空 间 上 定义 的 
有 界线 性 沁 国 可 以 扩张 到 整个 空间 上 去 而 且 保 持 范 数 不 变 ， 下 面 
介绍 此 定理 的 几 个 重要 的 推论 ,它们 与 定理 本 身 一 样 ,在 理论 和 应 
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用 中 具有 重要 的 作用 ， 
推论 1.2 设 邓 是 赋 范 空间 怠 的 子 空间 , xzoc 和 NMA， 者 
h=d(xo, M) =inf | r0— zl >0, 


则 必 存 在 fE 攻 满足 下 列 条 件 : 
(i) 对 每 一 个 xEM, f(z7)=0; 
(11) f(z0) = 
Gii)y 4 二 1, : 
证 明 令 几 /二 span({z0o}U MM), 则 用 | 可 以 表示 为 
MI= {rot zr| rEM, aEK. 
并 且 H, 是 总 的 子 空间 ， 在 好 上 定义 泛 函 网 
g (aro 2) 一 CR (Gxo XEM 1). 
容易 验证 9 是 允 ; 上 的 线性 泛 函 且 满 足 
(1) 对 每 一 个 XxEM,g(7)=g(0zo 二 2) 一 0; 
(2) g(x0) =g9(7x0+0)=h; 
(3) jgjw,=1， 事 实 上 ,对 任何 azo 十 zEM 9 若 axs 关 0, 注意 到 


当 xEM 时 有 一 二 xEM， 我 们 得 到 
g(azot 2)|=)alg= 1al inf 7o 一 2 
< lallzo 一 (一 二 要 | = lazo 十 zf 


当 wx 一 0 时 ,仍然 有 19(azo 十 z)1 委 jzo 十 zz 成立， 所 以 9 是 M 上 
的 有 界线 性 泛 函 且 jgjx 志 1 另 一 方面 ,由 天 的 定义 ,对 任何 EN， 
存在 xz, 以 ,使 得 


| zo 之， | < 一 六 十 1. 
1 


由 于 率 二 1g(zo 一 Xo) 魏 |9w jzo 一 z 我们 得 到 
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和 91 w>TE i 

1 
当 2->co 时 , 则 得 |gjw, 宇 1. 因此 |gly,=1. 

应 用 Hahn-Banach 定理 ,存在 f€ 卫 ,使 得 ff 是 9 在 卫 上 保 
持 范 数 的 扩张 , 即 f(z) 二 g(z)(zEM1), 1f1,=1gly,. 从 而 f 满足 
条 件 (i), (ii), (iii). 

等 别 地 ,在 推论 1.2 中 令 政 = {90}, 则 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 1.3 设 包 是 赋 范 空间 ,xoEXY, zo 志 0, 则 在 开 上 存在 有 界 
线性 泛 阔 了 满足 下 列 条 件 : 

(1) f(z0) = |zol; 

(11) f=1. 

由 此 推论 可 知 ， 每 一 个 赋 范 空间 对 ( 对 志 {0)) 的 对 偶 空间 和 * 
中 都 含有 充分 多 的 非 零 元 素 ， 这 一 结论 保证 了 建立 在 了 的 对 偶 空 
间 了 ”上 的 研究 站 有 意义 的 .这 是 Hahn-Banach 定理 在 对 偶 空 
间 理 论 的 一 个 基本 问题 上 的 应 用 .， 

淮 论 1.4 设 开 是 赋 范 空间 了 的 子 空间 , 则 zxoE 矿 的 充分 必要 
条 件 是 ， 闻 上 任何 满足 f(z+)==0(zEM) 的 有 界线 性 泛 孙 ff 必 有 
f(x0) 一 (0. 

证 明 必要 性 是 明显 的 , 现 证 充分 性 ,假若 zo 位, 则 h==4d (xo， 
NH) 二 0( 第 二 章 定理 2.11(5))， 应 用 推论 1. 2, 存在 fEX*， 使 得 
f(z)=0(zEM),f(zo) = 二， 此 与 假设 矛盾 .， 获 充 分 性 得 证 ， 0 

推论 1.5 设 站 是 赋 范 空间 , 则 对 每 一 个 *EX, z 的 范 数 可 表 
(1. 1) re 4 


JEX” ,zx0 
办 而 , 若 对 下 上 的 一 切 有 务 线性 证 图 了 都 有 fGz)=0, 则 zx=0. 
证 明 六 zcXzs 关 0( 当 zz= 和 时 ,结论 显然 成 芯 )， 对 任意 的 
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fsxX*, 由 于 |f(z)| 志 上 fHz1, 则 得 到 
a ap a). 


尺 一 方面 ,由 于 zx0, 应 用 推论 1. 3, 存 在 帮 E 和 ,使 得 fo (zx) =|z] 
是 1 则 =1. 于 是 : 
9 有 > 
因此 由 (1.2) 和 (1. 3) 便 得 到 (1.1) 成 立 ，。 中 

Hahn-Banach 定理 的 应 用 的 一 个 重要 方面 是 研究 山 集 的 分 
离 问 题 ， 这 是 凸 分 折 和 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 中 的 一 个 基本 理论 . 
在 这 里 , 我 们 的 讨论 仅 限 制 在 贱 范 空间 之 中 , 讨论 推论 1. 2 和 推论 
1. 3 的 几何 意义 以 及 在 凸 集 分 离 问 题 方面 的 应 用 , 

定理 1.6 设 卫 是 一 个 线 竹 空间 ,CX. 若 对 于 任意 7?, yE 代 
均 有 


{Ax i (Dyi0 和 RalI}CM, 

则 好 称 为 下 中 的 凸 集 (convex set). 

集合 {4z 十 (一 Dy104<]) 的 几何 意义 是 明显 的 . 在 R” 
中 它 就 是 联结 x 与 y 的 线段 

例如 , 在 凤 范 线性 空间 下 中 ， 以 任 一 所 xz 和 世 为 中 心 .7 二 0 为 
半径 的 开 球 B(zo7) 是 一 个 凸 集 . 事实 上 , 对 于 任意 x,yEB(xo,7), 
有 2 一 zo 二 7, 1 上 y 一 zo 过 7, 于 是 当 0 委 4 委 1 时， 

1 4z 十 (1 一 人 8 一 z 中 一 | 4(z 一 zo0) 十 (1 一 4 yy—2)F 
< 人 7 十 (1 一 7)7 一 

故 4 十 (1 一 JEB(zo7) .这 说 明 B(x0o,7) 是 凸 集 . 

又 如 , 线性 空间 的 每 一 个 线性 子 空间 都 是 凸 集 . 

同 集 有 下 列 简 单 的 性 质 ( 其 证 明 留 给 读者 ): 

(1) 石 4 和 形 。 是 线性 空间 并 中 的 凸 集 ， 则 对 任意 的 数 wx, 户 

gM + pH,= {gr pzEM yEM,} 


i 


也 是 中 的 吓 集 . 
(2) 车 MM.(iED) 是 线性 空间 中 的 加 集 ， 且 [M2， 册 


人 ax, 也 是 中 的 同 集 ， 


(3) 若 4 是 线性 空间 的 子 集 , 则 所 有 包含 4 的 凸 集 的 交 
门 {1M 是 中 的 凸 集 且 4ACM) 
是 也 中 包含 4 的 最 小 屿 集 ， 我 们 称 它 为 4 的 凸 包 (convex hull)， 
记 为 cov4. 可 以 证 明 


covA= >»3 Nx rEA, A0(¢=1,.,n), 
fi -= 


por Sn nEN 和 
zz 一 ] 


现 设 f 是 赋 范 空间 了 上 的 线性 泛 冰 .对 于 固定 的 常数 c, 我 
人 匀称 
H(f,c)= {rEX|f(7)= ce} 

为 节 中 的 一 个 超 平面 (hyperplane). 

若 取 一 感 XoEH(f,c), 就 有 f(x0)==c, 则 

H(f,c)=w(f) Yo, 

其 中 ww( 有 )={zEX|f(z)=0} 是 的 零 空间 若是 实 线性 这 
遂 , 则 满足 (7?)<c 的 点 3 可 认为 都 位 于 超 平 面 五 (f,c) 的 一 侧 ， 
而 满足 1(7) 之 c 的 点 2 可 认为 都 位 于 超 平 面 有 五 (f,c) 的 男 一 侧 . 
车 寂 的 子 集 4 位 于 超 平 面 有 五 (f ,ce) 的 一 侧 并 且 有 zoEANH(f,e)， 
这 时 我 们 说 超 平 面 五 (f,c) 在 zo 处 支撑 着 4， 

若是 赋 范 空间 了 上 的 有 界线 性 泛 沙 ， 由 第 五 章 推 论 4. 5 知 
等 空间 NV(f) 是 闭 的 .因而 这 时 超 平面 召 (f,c) 是 团 的 . 

现在 我 们 指出 推论 1.2 的 几何 意义 .者 z* 与 赋 范 空间 习 的 
<。 258 。 


子 空间 并 的 距离 为 0， 则 在 站 中 存在 一 个 闭 超 平面 (例如 可 取 
五 (f,7), 其 中 0 二 7 二 ,了 为 推论 1.2 中 满足 条 件 (i)，(ii)，(iii) 
的 有 界线 性 泛 图 )， 使 得 歼 与 ze 分隔 于 此 闭 超 平 面 的 两 侧 . 

设 ze 是 赋 范 空间 了 中 的 某 一 非 零 元 , 记 ”= zol. 推论 1. 3 表 
明 ; 在 站 中 存在 一 个 在 z 处 支撑 着 闭 球 B(9,7)= 二 {xzEX||zl<r} 
的 闭 超 平 面 吾 (f,7)( 其 中 f 是 推论 1.3 中 满足 条 件 (i)，(10) 的 
有 界线 性 泛 函 )。 这 是 因为 对 每 一 个 ZE 有 (0,7) 

fCZ) 委 | 用 .= 入 

并 且 zoEB(9,7) NH(f, 7). 


习 题 
1， 设 XX 是 赋 范 空间 ,zoEXX,zo 志 90, 则 存在 fX*, 使 得 f(z0)=1 县 上 i= 


jz 

2， 设 外 是 赋 范 空间 , z,EX， 若 对 下 上 一 切 范 数 为 1 的 有 界线 性 泛 函 了 
都 有 |f (zo) | 过 ce (常数 ), 则 [lzol| 寺 6， 

3， 设 了 是 赋 范 空间 下 的 闭 子 空间 ， 具 有 如 下 性 质 ; 对 每 一 个 fEX*， 若 
f(z) 一 0(zE 了 ), 则 必 有 f(z) = 二 0(zxE 了 ), 证 明了 = 一 X. : 

4， 设 下 是 赋 范 空间 ， 列 CCX.， 证 明 ze6span 歼 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 帮 
和 ,车 jx=0, 则 必 有 太 (zo) 一 0. 


+ 82 Hahn-Banach 定理 的 证 明 


在 本 节 中 ,我 们 将 应 用 Zorn5| 理 ( 见 第 一 章 $ 5) 来 证 明 Hahn- 
Banach 扩张 定理 ， 若 不 求 理论 的 严密 ， 读 者 可 略 去 此 节 , 而 不 会 
影响 后 面 的 学 习 ， : 

我 们 应 用 Zorn 引 理 可 以 证 明 一 个 更 为 一 般 的 关于 线性 泛 菏 - 
的 扩张 定理 ， 为 此 , 先 介 绍 几 个 术语 ， 设 耳 是 一 个 线性 空间 ,P 是 . 
定义 在 怀 上 的 实 值 泛 图 ， 若 对 于 任何 x, yEX， 
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P(x+y)<P(7)+P(y), 
则 称 己 是 次 可 加 的 (subadditive) .车 对 于 任何 4 宇 0， 
P(4z) 王 4P(Z)， 
则 称 已 是 正 齐 性 的 (pesitive-homogeneous)。 若 对 于 任何 数 域 下 
中 的 数 人 
P(Az)=|A|P(7) 
则 称 冯 是 绝对 地 性 的 (absolute-homogeneoas)。 
及 上 有 具有 次 可 加 正 齐 性 的 沁 国 以 及 县 有 次 可 加 绝对 齐 性 的 
记 轩 是 较 广 泛 的 一 类 沁 国 .例如 瑟 上 的 范 数 是 次 可 加 绝对 齐 性 泛 
畏 .， 绝 对齐 次 泛 图 一定 是 正 齐 性 的 ， 但 正 齐 性 泛 国 不 必 是 绝对 齐 
性 的 . 
存 己 是 三 上 的 次 可 加 绝对 齐 伺 光 国 , 则 对 任何 xS 对 恒 有 
《2. 1) P(7 ) 之 0. 
事实 上 ,对 任何 zEX， 
P(x)=P(2x—7x)<P(22) +P(—2)=3P(7), 
帮 2P(z) 宇 0, 即 P(x) 宇 0. 
下 面 , 我 们 给 出 关于 线性 泛 函 扩张 的 Hahn-Banach 定理 ， 
定理 2.1(Hahn-Banach 定 理 ) 设 了 是 实 线性 空间 ,PP 是 定义 在 
世上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 冰 。 车 f 是 定义 在 对 的 线性 子 空间 了 上 的 
实 线 性 泛 黄 且 满 足 条 件 
f(r)<P(z) (zEY), 
则 存在 一 个 定义 在 基 上 实 线性 泛 函 下 满足 
(1) 了 是 了 的 扩张 , 即 了 (x2)=f(z) (zxEY); 
(2) f(z)<P(z) (rEX). 
证 明 我 们 分 两 步 来 进行 证 明 . 
(a) 设 讽 表示 所 有 的 有 序 对 (9, 儿 (9)) 组 成 的 集 族 ,其 中 9 是 
定义 在 多 (9g) 上 的 实 线性 泛 尔 ， 纪 (9) 是 X 的 线性 子 空间 且 满 足下 
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列 条 件 ; 
1 g 是 了 的 扩张 即 Y=@(f)CB(g) 朋 9g(z)=f(7) (z 
EY); 
2° g(r)<P(I) (xED(9)). 
易 见 渤 所 铬 ,因为 (f, 多 (有))E 沈 .在 忱 中 定义 偏 序 “ 志 ” ,使 得 
(91, BD(91)) < 9s, D9)) 
意味 着 9a 是 91 的 扩张 , 即 
DG)CTD(I) 912) =g9(7) (rED (1)), 
现在 验证 有 序 集 难 满足 Zorn 3 引 | 理 的 条 件 。 设 岗 o 是 现 中 任意 
一 个 链 . 令 
E=U1{g(g9)|(9, DBD(9)) EMo). 
则 如 是 苹 的 线性 子 空间 .事实 上 ,对 于 z,yEB, 必 存在 驶 的 元 (91 
2 弛 (9 让 ) 及 (9 (9;)), 使 得 “SDB(g1) YEG(1)， 由 于 凡是 链 ， 
(95 儿 (91)) 与 (92) 纺 (92)) 是 可 以 比较 的 .不 妨 设 (91， 狗 (91)) 志 
92) 纪 (92)), 于 是 多 (91)CC 纺 (92), 从 而 zx,8E 名 (9:). 因此 对 于 任 
何 a, BER 有 
az + ByED (qs) TE. 
由 于 对 任 一 x#&8 必 存 在 (9 绍 (9))E 哮 o 使 xzE 纺 (9)， 我 们 可 
定义 一 个 加 上 的 泛 函 go, 使 得 
go(7)=g(2) 若 zE 纪 (9). 
必须 指出 上 述 定 义 的 gu(z) 的 值 是 唯一 确定 的 ， 因 为 车 xE 儿 (91) 
几 杀 (497， 而 链 明 ,中 的 元 (9 锣 (9)) 与 (9 2(92)) 是 可 比较 的 ， 
因此 必 有 9i(Z)=9a(2Z 显然 ,B= 二 多 (90), (9o 必 (90))EM 有 (go， 
细 (9o)) 是 中 o 的 上 有 界 . 
应 用 Zorn 引 理 ， 婉 中 存在 极 大 元 ， 设 其 为 (jf, 多 (]))， 由 踊 
的 定义 可 知 , 了 是 了 的 扩张 并 且 
《2. 2) HTP (zzE 儿 ( 旋 )， 
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(8) 下面 只 须 证 明 儿 (J]) = 互 , 从 而 了 即 为 所 求 ， 假若 条 ( 力 关 
瑟 , 则 可 和 旗 取 y,EX\ 名 (了). 令 
Y={y+ay ly ES, aER)}. 
每 一 个 XEY| 可 表示 为 < 二 Y 十 ayi, 并 且 此 表示 式 是 唯一 的 . 事 关 
上 ， 车 还 有 yoE 妇 @(]) 及 BER 使 得 9 十 a91=yo+ By 则 (a— 6)y, 
一 yo 一 JE 娘 (J)， 由 于 9 多 (J), 必 有 % 一 BP 二 0 及 yo 一 y 二 9. 歼 
2 的 表示 式 是 唯一 的 . 
对 于 任意 的 y,zE 乡 (了 ), 由 (2.2) 式 及 PP 的 次 可 加 性 ， 我 们 有 
fy) —f(z)=f(y—z)<P(y—2) 
SP(y+Y) + P(—Y—2), 
移 项 得 
—P(—y,—2z)—J1(z)<P(y 9) —f(). 
上 式 右 症 不 含 z, 则 对 任意 的 ye 儿 (j) 有 
m=sup {—P(—y—?)—f}(z}<P(y+y) 一 大 2)， 


zeEFcf) 


由 此 得 到 
minf {Pl(yt+y)~—f(y)}=M, 


yegef) 

我 们 可 选 定 一 个 常数 c， 使 mm 委 c 委 W.、 在 7 上 我 们 定义 -个 泛 
遇 91, 使 得 对 每 一 个 yay,SY.( 即 wxED(f),aER)， 
(2. 3) gi(y+ oy1) = (9) +ac. 
显然 , 9: 是 线性 的 , 当 &=0 时 , 对 任 一 y& 儿 (有) 都 有 g1(9) = 了 (9). 
因此 91 是 了 的 扩张 ， 并 且 显 然 多 (1) 皇 Y= 名 (91). 

最 后 , 我 们 还 需要 证 明 
(2. 4) gi(TIEP(T) (ED(q)). 
于 是 (91, 纪 (91))E 驶 ,此 与 (jf, 多 (了 )) 的 极 大 性 了 矛盾 ”由 此 便 可 证 
明 儿 (j) = 了 XX. : 

当 w 一 0 时 ,从 (2. 3) 与 (2.2) 式 易 见 (2, 4) 式 成 立 . 当 a>0 时 ， 
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出 于 每 一 个 zE 急 (91) = 了 可 表示 为 &=g9 十 agi (这 里 yE 颖 (了 ))， 
注意 到 c 的 取 法 ,我 们 有 
<M<P(YL ty )-¥HY), 
从 而 
xc<aP (二 十 加) 一 无 人 
由 (2.3) 及 P 的 正 齐 性 , 从 上 式 得 到 
g1(7)=f(y)+ac<aP (+ ) 
=P(y+ay)=P(7). 
当 a 过 0 时 , 类 似 地 , 对 每 一 个 4 二 y-+ gE 纪 (g1), 我们 有 
1 
= (—# -二 二 了 过 jms 
上 式 两 剖 同 乘 以 一 «(二 0), 得 到 
aP (~y— 9)+ (9) <—ae. 
由 (2.3) 及 忆 的 正 齐 性 ,得 到 
gi(z)=8(y) +acS—ap(—y— 2y) =P(z) 0 
H. F. Bohnenblust 和 A. Sobczyk 把 定理 2. 3 推广 到 复线 性 
空间 ,得 到 下 面 的 定理 . 
定理 2.2 设 蕊 是 实 的 或 复 的 线性 空间 , 己 是 定义 在 天 上 的 次 
可 加 绝对 齐 性 泛 图 ， 若 了 是 定义 在 总 的 线性 子 空间 工 上 的 线性 泛 
项 且 福 是 条 件 
(2. 5) [f(z)|<P(7) (ZE ), 
人 则 存在 一 个 定义 在 卫 上 的 线性 泛 函 ,满足 
(1) 是 ff 的 扩张 , 即 了 (xz)--f(x) (zxEY); 


(2) |7(z)1<P(z) (zxEX). 
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证 明 (a) 设 卫 是 实 线 性 空间 ， 了 是 了 上 的 实 线性 放 国 .由 
(2.5) 知 , 对 任意 的 xEY 有 f(z) 过 P(7)， 由 定理 2. 3, 存在 一 个 天 
上 的 实 线性 泛 函 j, 使 得 了 是 了 的 扩张 , 并且 

fr)EP(T) (rEX). 
四 上 式 及 己 的 绝对 齐 性 , 我 们 又 有 
—f(7)=7(—2)<P(—z)=P(7), 
因此 17(z)1 委 P(z)》 (zxEX). 

(b) 设 卫 是 复线 性 空间 , f 是 了 Y 上 的 复线 性 泛 函 ， 我 们 令 

f(x)=Ref(r)+ilmf(r) (xEY), 
其 中 Ref(7) 与 Imf(7) 分 别 是 1(7) 的 实 部 和 虚 部 ， 它 们 都 是 实 
值 和 的 ， 由 于 了 是 线性 的 , 对 每 一 个 2EY, 有 

i (Ref (7)+ iImf (7))=if(7)=f (i7) 


=Ref(ix)+ilImf(iz). 
上 式 两 端的 实 部 必须 相等 ， 我 们 得 到 Imf(7Y)= 一 Ref(iz). 因 此 
(2. 6) f(7)=Ref(r)—iRef (izx) (rEY). 


当 我 们 把 下 与 了 都 看 作为 实 线性 空间 ( 即 把 其 上 的 数 乘 运算 限制 
在 实数 的 范围 内 ) 时 ,为 了 区 别 起 见 , 把 它们 分 别 记 为 民 与 了 ,. 于 
是 , Ref 是 了 , 上 的 实 线性 泛 函 , 且 

Ref(zD)<1f(zj<P(z) (zeEy)， 
应 用 定理 2. 3, 存在 一 个 ,上 的 实 线 性 泛 俩 Ref ， 使 得 Ref 是 
Ref 的 扩张 ,并 且 


(2.7) Ref (ISP(z) (vzEX,). 
现在 我 们 对 每 一 个 x*EX, 令 
(2. 8) Hx)= Ref (7)—i Ref (iz), 


网 出 (2.6) 知 了 是 了 的 扩张 , 即 了 (7)=f(z)(zEY). 我 们 只 需要 验 
证 下 面 两 点 即 可 完成 本 定理 的 证 明 . 
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(i) 了 是 复线 性 空间 和 上 的 线性 泛 罗 .事实 上 ， 对 任意 的 复数 
a+i6( 其 中 0,5 都 是 实数 ) 及 任意 的 zeX( 寺 是 izEX)， 
(Ke 十 说 )z) =Ref (Caribr) iRef(iar—be) 
=aRef(r) tbRef(iz)— iaRef(iz) +ibRef(r) 


= (at+ib)(Ref(7) -iRef(iz)) 
一 (十 ?0)7Cz)， 
(ii) 对 每 一 个 xzEX 都 有 1f(7)| 三 P(z). 事实 上 , 若 x 对 使 
f(z)=0, 则 由 (2.1) 知 P(7) 宇 0= 了 六 z). 今 设 和 z) 志 0, 按 复 数 的 


极 化 形式 下 记 Fz)= TFCz)1et, 则 由 (有 
[f(x)|=f(r)e r= (ve). 
从 于 式 可 知 f(xe-”) 是 一 个 实数 , 故 由 (2. 8) 式 可 得 到 
1(ze 2?) =Ref(ze-'), 
于 是 
Hz)| =Ref(ze-'*)<P(ze-®)=|er|P(z)=P(z). | 

定理 2. 3 和 定理 2.4 表明 ， 定 义 在 线性 空间 的 子 空间 上 的 线 
性 泛 图 f ,可 以 在 某 一 泛 隧 PP 的 “控制 "下 ,扩张 为 整个 空间 上 的 线 
性 泛 函 天 由 定理 2. 4, 我 们 不 难 导出 下 面 关 于 赋 范 空间 中 有 界线 
性 沁 畏 保 范 扩张 的 Hahna-Banach 定理 . 

定理 2.3(Hahn-Banach 定 理 )” 设 卫 是 赋 范 空间 ， 若 了 是 定 
义 在 卫 的 线性 子 空间 了 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 一 个 定义 在 下 
.上 的 有 界线 性 泛 函 jf， 请 足 

(1) 于 是 了 的 扩张 ,即兴 z)= f(z) (zEY); 

(2) | 有 zj 用 这 里 jx 为 1 在 对 上 的 范 数 , 上 fly 为 了 在 
了 上 的 范 数 . 

证 明 车 了 = {0}, 则 f=0， 这 时 了 =0 即 为 所 求 ， 今 设 Y 闪 
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{0}。 对 每 一 个 ?EX, 令 
P(z)=|f1r1zl. 
显然 ,P 是 也 上 次 可 加 绝对 齐 性 泛 函 ,并 且 对 每 一 个 xE 了 
[f(z)N ef llzl = P(z). 
应 用 定理 2. 4, 存在 一 个 六 上 的 线性 泛 函 1， 使 得 了 是 的 扩张 且 
对 每 一 个 ze 至 
ifCz)| P72)=1f1r lzl. 


故 * 是 有 界 的 且 |1x 志 1f1lz， 另 -* 方 面 ,由 于 了 是 的 扩张 ， 时 
然 上 fz 之 1fly， 因 此 Iflx=lflzy. 0 


$3 自 反 空间 和 伴随 算 子 


设 X 是 赋 范 空间 。 当 站 {人 时 ， 子 的 对 偶 空间 卫 * 中 含有 
充分 多 的 非 零 元 素 . 由 第 五 章 定理 6. 3 知 ， 节 * 是 Banach 空间 . 

我 们 把 X* 的 对 偶 空 间 ( 卫 *)* 称 为 了 的 二 次 对 侦 空 间 (seco- 
nd dual space 或 bidual space), 记 为 对 **, 即 

了 + 一 (及 *)*. 

类 侯 地 ， 可 以 定义 下 的 三 次 ， 四 次 ，… 对 偶 空 间 ， 并 且 分 别 记 为 
Di a | ; 
现在 我 们 讨论 也 与 “之 间 的 关系 。 对 于 任意 的 /EX*,zE 
,我 们 记 / 
(3.1) f(r)=(,2). 
关于 (3.1) 式 可 以 从 两 个 角度 考虑 : 名 固定 了 让 zx 在 和 中 变动 ， 则 
在 (3.1) 式 中 f 看 作为 X 上 的 有 和 守 线 性 泛 隘 ; 右 固定 x 让 在 X* 中 
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变动 , 则 在 (3.1) 式 中 > 可 看 作为 三 ”上 的 线性 记 困 ， 或 者 四 严格 
地 说 ,zy 对 应 于 革 *” 上 的 线性 泛 孙 了 ,这 里 i 的 定义 为 
(3.2) Fi.(f)=<f,x> (f€EX*). 

下 面 的 ?| 理 指出 ,有 2 是 和 * 了 的 有 界线 性 泛 国 ， 

引 理 3. 1 对 于 赋 范 空间 民 上 每 一 个 国定 的 点 xz， 由 (3. 2) 式 
定义 的 泛 国 六 是 和 上 的 有 界线 性 诈 函 , 即 F.EX**, 并 且 


8. = 4zl. 
证 明 显然 ,是 线性 的 ， 由 推论 1. 5， 
IFl= sup FD sup Xl D 


f EX*, f#0 {fl | yex* ,fz0 
上 述 引 理 表 明 ， 每 一 个 zxE 瑟 由 (3. 2) 式 对 应 于 唯一 的 FE 
X**， 于 是 ,可 定义 一 个 映射 画 : ->X**, 使 得 对 每 一 个 zE 玉 
dx 一 下， 


中 称 为 下 到 和 "的 典范 映射 (canoanical mapping) 或 称 为 自 
汰 映射 Cnaturai mapping)， 映射 B 是 线性 的 ， 因 为 对 每 一 个 
EX* 


Fria(f)=f(azt+ By)=af (rz)+pPf(Y) 
=ap,s(f) +BF(f)= (oF, BFE). 


由 引 理 3.1, 映 射 B 保 持 范 数 ， 因 此 ,$B 是 站 到 Bl(z) 上 的 等 距 同 
构 映 射 ，@B(7Y) 是 半 ** 的 一 个 子 空间 ， 归 纳 起 来 ， 就 得 到 下 面 的 
定理 . 
定理 3.2 冉 范 空间 到 X** 的 典范 映射 B 是 了 到 X** 的 
一 个 子 空间 B(z) 上 的 等 距 同 构 映 射 ， 
下 面 我 们 再 介绍 一 个 常用 的 术语 , 设 了 和 了 是 两 个 赋 范 空间 . 
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大 存在 一 个 从 了 到 了 的 一 个 子 空间 上 的 竺 距 同 构 映 射 @B ( 即 等 中 
同 构 映射 B@: ->B(7Y)CY), 则 称 苹 可 伐 入 (embeddable)Y 中 . 定 
理 3.2 表明 ,在 典范 映射 罗 下 站 可 联 入 是 * 中 ， 或 者 说 耳 可 以 与 
及” 的 一 个 子 空 间 等 同 起 来 ， 在 这 个 意义 下 ， 可 记 为 了 CX**, 
或 者 了 =B(F)CX**. 

一 般 地 说 ,典范 上 映射 不 是 满 秧 ， 也 就 是 说 P(X) 是 了 ** 的 真 
子 空间 . 当 人 名 是 满 射 的 情况 时 , 我们 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 3.3 帮 赋 范 空间 XX 上 的 典范 上 映射 罗 是 满 射 , 即 罗 (了 ) = 
及 ** 则 公称 为 是 自 反 的 (reflexive). 

例如 ，R 民 ”的 对 偶 空间 仍然 是 慌 *， 关 此 R"* 是 自 反 的 、 进 一 
步 讲 , 每 一 个 有 有限 维 的 赋 范 空间 都 是 自 反 的 .又 如 1? 和 上 ?[a,5] 
(<2<co) 也 痢 是 自 反 的 . 可 以 证 明 Cfa,8],eo,c,7',1”*,L'[a,b] 
以 及 LLa,51 等 都 不 是 自 反 的 ， 

本 地 的 第 二 部 分 讨论 有 界线 性 算 子 的 伴随 算 子 .我 们 先 给 出 
伴随 算 子 的 定义 及 性 质 ， 然 后 以 有 限 维 空间 为 例 说 明 。 伴 随 算 子 
的 定义 实际 上 是 矩阵 的 转 置 第 阵 的 概念 的 推广 ， 

设 了 是 赋 范 空间 XX 到 赋 范 空间 了 的 有 界线 性 算 子 . 任 取 9g€ 
了 ,对 于 每 一 个 zxEX, 令 y= 二 7x, 则 映射 


rT) 


定义 了 一 个 了 上 的 线性 泛 孙 (因为 g 和 TT 都 是 织 性 的 ), 记 为 9， 即 
9(7) 二 9(Tx)(2E 于 ), 或 者 说 9 二 gT 了 .因为 


19(7)|=)g(T7) lo Trl oT el, 
所 以 是 有 界 的 , 从 而 9E 革 *, 并且 
(3. 3) lo < 9 人 到 


-进一步 讲 ,对 于 任意 的 和 EY*, 定义 映射 
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9F>1 一 0 了. 

此 映射 是 一 个 从 Y* 到 了 了 * 的 算 子 , 记 为 下” 了 ”一 > 三 ， 即 2*9 一 少 = 
9T, 或 者 说 ,对 于 每 一 个 2EX，(T*9) (2) 二 (9g7)(z) 二 9(TzZ)， 归 
纳 上 闸 的 讨论 ,得 到 下 面 的 定义 ， 

定义 3.4 设 和 和 了 是 研 范 空间 ,2 XX-> 了 是 有 务 线 性 算 子 . 
定义 T*. 了 *->X* 为 
(3. 4) T*g=g7T (gE€Y*), 
则 TT* 称 为 了 的 伴随 算 子 (adjoint operator)， 或 称 为 克 的 共 斩 算 
了 了 (conjugate operator). 

显然 , (3. 4 等 价 于 对 每 一 个 xE 天 ， 有 
(3. 5) (T*g) (x)=g(T7). 

定理 3.3 设 和 和 了 是 赋 范 室 间 .有 分 线性 算 子 全 :于 -> 了 的 
伴随 算 子 T*. 了 *>X* 也 是 有 界线 性 算 子 , 且 

| 
证 明 7T* 是 线性 的 , 因为 由 (3.5) 式 ,对 每 一 个 zxE 和 有 


(2 (mq91+ B92)) (2) = (ug91+ B92) (TY) 
~—Qg1(Tx) + B9:(Tx) 
= (aT*g, + HT7*9g9,)(7). 


现在 证 明 1T*1=17TI， 由 (3.3) 式 ,有 
IT*g|= 1911g) :Tl, 
故 2 是 有 界 的 且 2 引 委 1 中 ， 为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 对 
每 一 个 xE XY, 如果 7Tzs0 应 用 推论 1. 3, 必 存在 9oEY*, 使 得 
|9of =1, go(Tz)= |7Tzl. 
于 是 ,由 伴随 算 子 的 定义 , 得 到 
Tz) = 90 (Tx) = (T*90) (xz) IT*gol lz 
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入 和， 
对 于 使 Tz=6 的 +*, 上 式 仍然 成 立 、 因 此 , 我们 得 到 
< 

故 1 二 到 得 证 ， 阳 

例 1 设 T; R"->R" 是 一 个 线性 算 子 ， 令 R* 中 的 元 素 e:= 
(1,0,°°°), es—= (0,1,0,.…), ,2»=(0,0,..°,0,1)， 则 {@1, *…, en} 
是 R" 中 的 一 个 基 , 同时 也 是 (R")* 中 的 一 个 基 ; 令 及 ”中 的 元 素 
5 一 (1 0 0)， 5 一 (0 100) 和 5n 一 (0 0 1)， 别 | 人 人 
…， 5m} 是 起 "中 的 一 个 基 ， 同 时 也 是 (RR”)* 中 的 一 个 基 ， 从 第 五 
章 $5 的 讨论 可 知 , 在 上 述 有 R* 与 民 ” 的 给 定 的 基 下 了 对 应 于 唯一 


的 色 Xx2 和 矩阵 
bly oe tis 
全 
bn bmn 


简 记 为 (i4y)， 于 是 ,对 于 任意 的 z= 二 (64,5)E 民 "Tz 一 y 对 应 干 


下 面 的 矩阵 运算 

! 1 tin é1 71 

bm *** bmn 5 nn/ ， 
而 Y 一 (71 …， nm) EK". 如 果 我 们 把 R* 和 及 ”中 的 元 素 的 坐标 
都 表示 为 列 向 量 的 形式 , 那 末 算 子 运算 Tz=y 就 与 矩阵 运算 (3. 6) 


一 致 起 来 了 ， 好 


的 ee in é! ?1 
(3.7) TY 一 | : 4 : I=! ;: |}=y., 
nl En 


mi 血 on 


设 了 的 伴随 算 子 ZT*(R"”)* 一 RRR”)->(R")*(=R")， 每 一 个 
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9g(1) 
| : en 的 象 为 
9 (m) 

| 

; IE(R")™*. 
O(n) 
由 伴随 算 子 的 定义 ，9(z) = (T*g)z= 二 9g(Tz) = 二 9(y)， 再 由 R* 和 
R" 上 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 ( 见 第 五 音 $6 例 4) ,得 到 


9(1) g(1) 
(3. 9) | : | 一 0z) 一 9( 提 一 (7 Nn)l : 


9 (2) g (mm) 
我 们 用 符号 B” 表示 和 扬 阵 吾 的 转 置 年 阵 ， 由 (3.6) 有 


é1\ | 
《29 时 
5 


(5 ”9 6n) (£1;) 
把 此 式 代 入 (3.9), 得 到 


9(1) 9 (1) 
(3. 10) 《了 “°° a : ee 《了 ”9 én) (£1) : 


O(n) 9(m) 
对 于 任意 的 xER* 成立， 因此 ,由 (3. 8) 及 (3. 10) 式 得 到 


9(1) g(1) 
T*g=| : = (t,))” * 
9 (2) 9(m) /. 


(3. 8) | 


(711 °° Nm) = 


这 表明 T* 对 应 的 矩阵 是 (tiy)” 它 正 是 TT 所 对 应 的 入 阵 (4)) 的 转 
置 第 阵 .， 从 这 个 例子 我 们 看 到 ， 伴 随 算 子 的 定义 可 理解 为 转 置 矩 
姓 的 概念 的 推广 . | 
伴随 算 子 有 如 下 运算 法 则 . 
定理 3.6 充 区 了 和 2 是 赋 范 空间 。(1) 若 S, TEB (X,Y)， 
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aEEK, 则 
(S++T)*=S*+-7T*, 
(CT) = TD™, 
(2) 若 TEB(X,Y), SEGB(Y,2), 则 
(ST)*=T*S*. 
(3) 若 TEB(X, 了 ),T7 不 在 且 7 E 疗 (了 ,和 )， 则 (7 ) 在 
在 且 
(TY) 一 (TD) 
证 明 (1) 与 (2) 是 容易 证 明 的 ， 请 读者 自己 移 成 ， 关于 (2)， 
下 图 将 有 助 于 读者 完成 具体 的 证 明 . 


ST 
S 
x Y Z 
和 Ss" 
X 和 Y* 2 
TS 
图 3.1 


(3) 首先 证 明 7T* 是 单 射 ， 设 91, 92E7Y*，9isga 要 证 明 T*yg 
7T*9。， 假 在 7T*91 二 7T*g,。。 对 于 每 一 个 yS&Y, 由 于 也 是 双 射 ， 必 
存在 +*E 站 ,使 得 y 二 Tx， 于 是 

(9.—92) (= (9 —9) (Tx) = (T*(g,.—9,)) (2) 
=(T*g1—T*g,) (7) 一 0 
对 每 一 个 YE7 成 立 ， 故 必 有 gi 一 9: 二 0, 此 与 91 所 9， 的 假设 矛盾 . 
因此 , 7T*gl 志 7T*y,. 

次 证 T* 是 满 射 ， 对 于 任意 的 {EX* 和 任意 的 zYGX， 记 2= 

。272 。 


72, 由 于 了 TE3(Y, 六 ), 故 有 (T 六 (JEF 并且 


f(z)=f(T 1y)= (TT)*f) (9) 
=((7T™)*f) (Tz)= (7T* (7 )*f)(z), 
久 以 ,对 任意 的 fEX* 
(3.11) f=T*(T-)*/. 
这 证 明了 7* 是 Y* 到 了 XX* 上 的 疯 射 . 
因此 ，T* 是 Y* 到 XX* 上 的 双 射 ， 从 而 (7*)™ 存 在， 又 由 
《3.11) 知 (7T*)7 = 二 (7T7)*。 省 
设 T 是 赋 范 空间 到 峰 范 空间 了 的 有 界线 性 算 子 ,7T 的 伴随 
算 子 T* 是 了 Y* 到 X* 的 有 界线 性 算 子 . 因此 T* 也 有 伴随 算 子 
(T*)*，。 我们 记 7T**=(T*)*。 那 末 7T** 是 XX** 到 了 “的 有 务 线 
性 算 子 ; 并 且 由 定理 3.5 
HT**|= 17*|=171. 


对 任意 的 fEX* 和 任意 的 izEX, 记 wz**EX** 为 典范 映射 Tx 

的 对 应 元 (这 时 xz**(/ 有 ) 二 f(z))，, 我们 有 
(T+*2**) (1) =7**(T*f) = (Tf) (2) 
=f (Tx)= (Tr)**(f). 

出 于 了 的 任意 性 ,所 以 
《3. 12) T**r**— (Tr)** (EEX). 

如 果 把 了 看 作为 和 ** 的 子 空间 ,这样 z 与 a** 看 作为 同一 元 
素 ,Tz 与 (Tz)** 看 作为 同一 元 素 , 于 是 (3. 12) 可 写 为 
《3. 13) T*#7=Ty (EX)., 
这 表明 T** 可 看 作为 下 的 扩张 ， 归 结 上 面 的 讨论 , 我们 实际 上 已 
经 证 明了 如下 的 定理 ， 
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ER 


定理 3.7 设 X 和 了 是 赋 范 空间 , TE 儿 (X, 了 ), 则 
17**|=171 


且 (3. 12) 成 立 ， 若 将 下 看 作为 瑟 ** 的 子 空间 ， 则 T** 可 看 作 是 
人 的 扩张. 


习 题 

1 证 明 自 反 空间 是 Banach 空间 ， 

2， 证 明 无 限 维 赋 范 空间 的 对 偶 空 间 也 是 无 限 维 空间 . 

3. 证明 Banach 空间 和 是 自 反 的 充分 必要 条 件 是 和 的 任 一 闭 子 空 间 是 
自 反 的 . 

4， 证 明 Banach 空间 且 是 自 反 的 充分 必要 条 件 是 XX* 是 自 反 的 ，( 提 
示 : 可 利用 上 题 的 结论 . ) 

5， 设 对 是 赋 范 空间 ， 若 也 * 可 分 , 则 下 可 分 ， 

6. 证明 不 是 自 反 空间 ，( 提 示 : 可 利用 上 题 结论 . ) 

7. 证 明定 理 3.6(1) 和 (2). 


§ 4 ”一致 有 界定 理 


我 们 先 介 绍 有 界 算 子 序列 的 两 种 有 界 性 的 概念 . 

定义 4.1 设 卫 和 了 是 赋 范 空间 ，7,E 儿 (了 X,Y 了)(nEN). 车 
对 每 一 个 zE, 序列 {17T,x 上 } 是 有 界 的 , 即 存 在 ( 仅 与 有 关 的 ) 常 
数 Ms， 使 得 |Tnz| 志 MCnEN)， 则 称 算 子 序列 {T,} 是 强 有 界 的 
(Strongly bounded). 车 序列 {1T,1} 是 有 界 的 ， 即 存在 常数 Mr， 
使 得 17 委 MCEN)， 则 称 算 子 序列 {Z,} 是 一 致 有 界 的 (unifo- 
rmly bounded ) . 

显然 , 一致 有 界 的 算 子 序列 必然 是 强 有 界 的 ， 但 是 , 其 逆 不 成 
# 27 学 。 


立 ， 在 本 节 中 介绍 的 一 致 有 界定 理 是 $ Banach 和 H.,Steinhaus 
在 1927 年 归纳 了 一 些 数学 家 在 数学 的 几 个 不 同 领域 中 所 得 到 的 
类 似 结果 而 提出 这 个 具有 一 般 规律 性 的 定理 ， 定 理 指 出 ， 当 站 是 
Banach 空间 时 ， 闭 . 上 定义 的 强 有 界 的 有 界 算 子 序列 是 一 致 有 界 
的 . 由 于 定理 所 表达 的 事实 ， 很 好 地 反映 了 两 种 不 同 的 有 界 性 的 
关系 和 特 氮 ， 在 一 些 书 中 称 此 定理 为 共鸣 定理 一致 有 界定 理 的 
证 明 方 法 很 多 ， 本 节 所 给 出 的 证 明 要 用 到 闭 球 套 定理 . 

引 理 4.2 设 X 是 Banach 空 间 ,f, 是 了 上 的 连续 泛 函 (nEN). 
耕 对 每 一 个 x<EX, 序列 {f,(x)} 是 有 界 的 , 则 序列 {f(z)} 必 在 茶 一 
闲 球 上 一 致 有 罚 ( 即 存在 于 >0， 使 得 对 一 切 此 闵 球 中 的 点 zZ 及 
nEN 都 有 | 户 (z)1 委 41)， 

证 明 假 者 结论 不 成 立 , 即 {fa(7)} 在 任何 闭 球 上 都 不 是 一 致 
有 界 的 . 任 取 闭 球 BCX,， 则 有 Bo 的 内 点 zi 及 mcEN, 使 得 
[fn,(Z0) 1 之 1. 由 假设 f, 是 连续 的 , 则 存在 闲 球 B81= Bi(z, "71)C hb， 
使 得 在 吕 上 恒 有 |j,(z)|>1. 再 由 假设 {f(x)} 在 B 上 不 是 
一 至 有 界 的 ， 于 是 存在 B81 的 内 点 x2 及 mEN (>>m)， 使 得 
7 (z2) | 之 2， 又 由 假设 f,, 是 连续 的 ， 则 存在 闭 球 B,= $B， (x2, 72) CC 


屯 并 且 可 要 求 rs*<< 革 ,使 得 在 B。 上 恒 有 |f,(z)| 2， 照 此 作法 
继续 作 下 去 ， 可 得 到 一 列 财 球 Bb,, B,, Bb,, ”9 满足 

(i) B,DBIB,I.IB,I.; 

《i) 对 每 一 个 ze 所 ,人 恒 有 |f6,(z)|>i(iEN); 


(ii1) ni< < (iEN). 


出 于 芋 是 完备 的 , 应 用 闭 球 套 定理 (第 二 章 定理 5.6)， 则 存在 zvE 
义 ， 使 得 zoE LNB,. 因此 ， 对 每 一 个 论 信 有 | 户 ,(zo)| 盖 此 与 
+4fszo+ 的 有 界 性 了 矛盾， 引 理 得 证 ， 
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定理 4.3 (一 致 有 办 定理，Banach-Steinhaus) 设 卫 是 
Banach 空间 , 了 是 赋 范 空间 ，2,E 葛 (和 了 )(CEN)， 车 对 每 一 个 
?全 , 序 列 全 ,xl} 是 有 和 寞 的 , 则 范 数 序列 {人 人 T, 趾 ) 是 有 界 的 . 

证 明 令 f.(2) 一 17,xi (xEX,nEN), 则 了 ,是 了 上 的 连续 活 
函 且 满足 引 理 生 2 的 条 件 , 故 存在 闲 球 为 = 甩 (zoye)， 使 得 
{fn(7)} 在 B。 上 一 臻 有 界 , 即 存在 收 >0, 使 得 
(4. 1) jz =f, (2)SM (EP, nEN). 

任 取 zxE 王 ,| zj =1， 令 9 一 2 十 rox， 由 于 1y 一 zo 和 =>o， 则 YE 
2 根据 (4. 1) 式 有 

[Ty <M EN). 


但 7 了 .一 xzo 十 7o7 7， 车 Tat= (Ty Tor0). 过 
0 


和 xz = 工 | 一 Tuzo 
To 


1 2M 
0 (2 十 Txol) < 
从 而 得 到 


[7,] = sup 7,z] < (nEN). 


TR= 1 


此 定理 得 证 . 曲 : 
作为 一 臻 有 界定 理 在 Fourier 级 数理 论 中 的 应 用 ， 下 面 我 们 
讨论 以 2z 为 周期 的 消 数 xz 的 连续 性 与 x 的 Fourier 级 数 的 收 伍 
性 之 则 是 否 上 共有 一 定 的 关系 . 
我 们 知道 ,以 2r 为 周期 的 函数 z 的 Fourier 级 数 具 有 形式 


《4. 2) 地 0 十 (ancosnt bsinnt), 
n=1 


* 2270 


其 中 Fourier 系数 
2 

(4. 3) a = 二 | s(t) cosntidt (n=0,1,2,..) 
0 


2r 
5 x(t)sinntdt (n=1,2,..). 
J 


可 以 举 出 例子 说 明 , 存 在 一 个 以 2z 为 周期 的 国 数 x, 它 的 Fourier 
级 数 是 处 处 收敛 的 ,但 是 x 并 不 是 连续 的 .例如 ,读者 可 以 考察 下 
列国 数 
X(t)= 1， 的 i 昌 2f(f 十 2r) 一 2(t)， 

这 说 明 , xz 的 Fourier 级 数 处 处 收 伍 不 能 推出 z 是 连续 的 . 

反 过 来 , 应 用 一 致 有 界定 理 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 存在 实 值 连 
续 函 数 ， 它 的 Fourier 级 数 在 给 定点 to 发散， 这 说 明 ，z 是 连续 
的 不 能 推出 z 的 Fourier 级 数 处 处 收 全 Q. 

为 证 明 此 结论 , 记 0,, 为 以 27 为 周期 的 实 值 连续 哨 数 的 全 体 
组 成 的 集合 ， 按 通常 函数 的 线性 运算 及 范 数 

|z| = , ax |z (8) 1) 

C0,, 是 一 个 Banach 空间 . 6 于 C0, 中 的 元 素 名 以 2z 为 周 期 ， 所 
以 不 失 一 般 性 有 可 设 如 一 0. 

对 每 一 个 xECs,， 令 fi(2) 为 xz 的 Fourier 级 数 的 前 nn 项 部 
分 和 在 1=0 点 的 值 ， 由 (4.2) 和 (4.3) 并 且 注 意 到 当 =0 时 正 荡 
项 为 0 而 余 续 项 为 1， 于 是 得 到 : 


(4. 4) f(z) = 了 co 二 的 z(t)| 主 + DY oosnt dt 
为 了 简化 上 式 , 由 计算 得 到 
?ein 二 Deoskt= 一 D3 一 sin(4 一 去) 二 sin( 有 1) | 


E=1 - 
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i lh i a .eh et rt 


ll ， | 
有 Sin 可 t 十 sin( 十 于) 


上 式 两 边 分 别 除 以 sin 5-t 且 间 加 1, 得 到 


. “1. 
SiINn{( NN ——— | 
pao C2) 
k=1 sin—t+ 
2 
sin(nt 坟 ): 

令 gr( 划 = 一 一 一 一 . 当 4=0 时 定义 m (0) = limg (t) = 

sin—t z {>0 

2 
43 十 1 则 gs&Cs,， 这 时 (4. 4) 式 变形 为 
] 25 

(4. 5) f(z)= 吉 | z(t) ga(t) dt. 


可 以 证 明 , f 是 C。, 上 的 有 界线 性 证 函 ( 见 第 五 章 $6 习题 4) 且 


=| lg la 


当 £E(0, 2x] 睹 ， 有 | sin3t < 令 9 一 (+ 到) 则 


国耻 ，1 .” 
sin (nt) 1 
0 


(2n+1)x|  ， DO | i: 
= 二 | mgo=1 5)| | siny| yy， 
并 办 [a TL ks VY 
2n 
1 1 | 
8 | sinv| dv 
六 元 之 。 (FI)arJL, 


A 
YY 
-一 加 -一 > OO 各 
nT Cn ) 


中 
Dh 


至 此, 我 们 证 明了 : (i) 0C:. 是 Banach 空间 ; (ii) 1->co， 因 此 
必 和 存在 XoECs:， 使 得 {fn(z0)} 发 散 ， 因 为 ， 假 阁 对 每 一 个 zxEC，. 
{fC2)} 收 敛 , 从 而 有 界 ， 应 用 一 致 有 界定 理 得 到 {jf, 上 } 有 界 . 此 
与 (过 了 矛盾， 这 就 证 明了 C:. 中 有 一 元 素 zo 的 Eourier 级 数 在 
1 一 0 处 发 散 ， 

一 致 用 界定 理 在 分 析 学 的 很 多 方面 具有 广泛 的 应 用 ， 在 举例 
之 前 ,我 们 应 用 一 致 有 界定 理 讨 论 关 于 算 子 序列 方面 的 问题 ,给 出 
两 个 在 应 用 中 党 用 到 的 定理 . 

设 X 和 了 是 赋 范 空间 , 7,E 禾 (XX, 了 ) (nSEN)。. 若 对 每 一 个 xE 
互 序列 {Zz} 都 收敛 , 则 可 定义 一 个 算 子 了 :和 -> 了 使 得 

Tz=limTnz (ZE), | 


可 以 举 出 例子 说 明 ; 虽然 每 一 个 7, 都 是 有 界 的 ， 但 也 不 一 定 是 有 
界 的 (见习 题 4)， 然 而 , 若 亿 是 完备 的 ， 由 于 对 每 一 个 EX 序列 
{7T,z} 都 收敛 ,因而 {7 上 } 有 界 ， 应 用 一 致 有 界定 理 ，{17, 由 有 
界 , 即 存在 M>0 使 得 1T,|<<M(nEN)， 于 是 
ERIEALATEE SA 
令 mr->co, 从 上 起 得 到 17zj<Mjzj, 故 妈 是 有 界 的 ， 并 且 由 
Tel =1iml7ozl= imlzuzl<limlzsllz| 


知 171<lim17,1。 上 述 讨论 可 归结 为 下 面 的 定理 ， 
定理 4.4 设 天 是 Banach 空间 了 是 赋 范 空间 ，7,E 纷 (X， 


7) (nEN). 车 对 每 一 个 xEX 序列 {Tz} 都 收敛 , 则 必 存 在 TE 乡 
(X, 了 ) 使 得 Tz=limT,z(zEX) 且 17T1<lim|7,l. 


下 面 一 个 定理 在 应 用 中 也 常常 用 到 . 
定理 4.5 设 X 和 了 都 是 Banach 空间，T,EB(X,， 了 ) (nE 
NN)。， 则 存在 TE 笋 (下 ,了 ) 使 得 对 每 一 个 xE 天 都 有 lim7T,x=: Tz， 
se 过 7 + 


当 且 仅 当 下 型 两 个 条 件 同 时 成 立 . 
(1) 如 2 人 是 有 界 的 ， 
(2) 对 于 了 中 的 稠密 集 4 的 每 一 个 元 囊 2 序列 {22 玫 化， 
证 明 “=>” 由 假设 对 每 一 个 xz€EX 序 列 {T,z} 收 化 ， 从 而 
{17,z|} 有 和 界 。， 由 一 臻 有 界定 理 ， 则 {TT } 有 央 ，(2}) 显 然 成 这 ， 
“<? 设 zxEX， 令 =suplz 浊 对 任意 的 e 之 0， 由 4 的 笨 
做 性 ， 可 取 Zoc 4 使 得 
jzo 一 2 < 
田 (2) 知 {Tsz0o} 收 钙 , 则 存在 noEN 使 得 当 m,n 之 no 时 ， 
[7T,70— Tnzol < 
因此 当 m,n 之 no 时， 
| Tr— Tne | 了 一 了 mn2Z0 | [Tx0— Tnzol sp [Tro — Tz) 
ee ,EE e | 
Mts+Ma=e: 
这 表明 {T,x} 是 了 中 的 Cauchy 序列 ， 由 于 了 是 完备 的 ， 则 {Tz2} 
收 敏 ， 于 是 可 定义 了 全: -> 了 Y 使 得 对 每 一 个 zE 基 ， 


Tr limT, x, 
由 定理 4.4 知 , TEB (于 ,了 ). 0 
在 上 述 定 理 的 必要 性 证 明 中 ,我 们 只 用 到 空间 对 完备 的 条 件 . 


例 1 设 1<2?<o 且 坟 十 本 = 右 4 三 (Gub xs …) 满 足 如 


下 条 件 ; 对 每 一 个 z= (51, 5&2,…)E1? 毕 有 DarE4 达 0， 则 acEzr。 
EL=l 


证 明 令 f,(x)= >0rf4， 定义 一 个 上 的 线性 江 函 下 
k=1 


* LED 。 


使 得 
(4.6) f() = Dla, (z= (81, 0,1) ELn). 
由 Halder 不 等 式 
eT a eA a x， 


故 J,E(L?)* CnEN). : - 

对 每 一 个 xEL?， 显 然 limf,(?) = 二 (x)， 应 用 定理 4.4 得 到 
fE(17)*=14。 取 @1=(1;0,0,…)，es=(0,1, 0 …)，…。 可 知 
f (en) =an(nEN). 在 (4?)* 与 19 的 等 距 同 构 下 ( 见 第 五 章 $6 例 
6), 了 对 应 于 a= (aas…), 故 sEze 

例 2 机 械 求 积 公 式 的 收敛 问题 ， 在 闵 区 间 [sas，85] 上 的 全 体 
实 值 钨 数组 成 的 Banach 空间 C[a,8] 上 定义 泛 函 f,， 使 得 对 每 一 
个 XEC[La,5] 


(4.7) f,(7) = Pelt’) nnEN), 


这 里 ov, or ， a », Oe) 是 nw 十 1 个 实数 ， io), 2 Rd 满 趾 
St IVE Eb 


现在 的 问题 是 : 在 什么 条 件 下 , 泛 函 f, 在 每 一 个 ECLa,5] 处 的 什 
f(z) 收 敛 子 定 积分 | z(t)dt， 例 如 定 积分 近似 计算 中 的 梯形 


法 , 是 取 区 间 [a,bj 上 一 组 几 竺 分 点 , 即 a= 之 之 之 才 = 
5b， 当 % 充分 大 时 ， 


2 ) 


到 近 于 | z(i)&t、 下 面 的 定理 在 理论 上 是 一 个 重要 的 结论 


* LSI 。 


定理 4. 6(CTrerkxoB-Szeg6) 对 于 任意 的 zxECro, 所 9( 实 空间 )， 
(4.7) 式 定义 的 机 械 求 积 公式 f(z) 收 化 于 | z(t) ds 的 充分 必要 
条 件 是 下 列 二 条 件 成 立 : 


(i) 存在 常数 于 >0， 使 得 之 ,1ag | 入 MSN); 
=0 


(i) 对 每 一 个 多 项 式 P, fn(P)>| P(2)dt (n>o0). 


证 明 对 于 任意 的 实数 Ci 4， ,0 及 a 入 直人 寺 ,。 
tw: 志 b, 我 们 首先 证 明 (4. 7) 式 定义 的 泛 国 f, 是 有 界 的 且 


(4.8) [fl = Bal. 
k=0 | 
事实 上 ,显然 成 立 着 不 等 式 / 


ple 
Pe—] 


[f(z) < 全 en (xEC la,b|), 


故 f 是 有 界 的 县 上,[ 志 人 yla?'|， 另 一 方面 ,对 每 一 个 nEN, 可 
| k=0 . : : 
选取 Fe, 世上 的 连续 函数 z(1), 使 得 |zn| =1 且 


rn(te) 一 SignQz (EF=0,1,.,n), 


于 是 jz)1= 2 1a 外 |, 故 [fol 之 2 1a?|， 因 此 (4. 8) 成立. 


由 Weierstrass 逼 近 定 理 知 ,[a; 思 上 的 多 项 式 的 全 体 在 C[a,D] 
中 稠密 ， 应 用 定理 4.5, 此 定理 立即 得 证 . 


本 /本 
1. 若 {z,} 是 Banach 空间 民 中 的 序列 , 使 得 对 每 一 个 fEX*,， {f(z,) } 是 
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有 界 的 , 则 {jz, 册 是 有 界 的 . 


2， 设 6 一 (Qs Qs,…)， 和 对 全 -个 ?= 二 (51 62 .Eco 苦 有 上 1 Ci< os 
+ 三 1 
天 a€11, 
3， 设 和 了 是 Banach 空间 ,ZE 有 (和 了) (nEN), 则 下 列 各 条 等 价 : 
(i) {| 隐 , 上 是 有 界 的 ， 
(ii) 对 每 一 个 x 了, {IT,z 放 是 有 和 界 的 . 
(jjii) 对 每 一 个 2€ 节 及 每 一 人 9EY"， {|gC2ar) |} 是 有 界 的 ， 
4. 在 天 中 , 令 
Co 一 (z6E1=]z= (EE…)，5 中 仅 有 有 限 个 不 为 零 }， 
由 第 五 章 8 2 习题 2 知 ，Co 是 1* 的 不 完备 的 子 空间 对 于 每 一 个 xECo。 定 
义 了 ,CO->C 和 了 :CC 使 得 
7 一 (6 25 800 0 …)， 
Tzr= (&,, 26,, 363, …)， 
利用 此 例 说 明 ;， (1) 一 致 有 界定 理 (定理 4.3) 中 空间 完备 性 的 假 没 是 不 可 少 
的 ;(2) 定 理 4.4 中 空间 完备 性 的 假设 是 不 可 少 的 . 


§ 5 几 种 收效 性 


在 本 节 中 ,我 们 将 分 别 介 绍 赋 范 空间 中 元 素 的 序列 , 赋 范 空间 
上 的 算 子 序列 和 泛 函 序列 的 刀 种 收敛 性 的 定义 ， 各 种 不 同 的 收敛 
性 及 其 关系 是 泛 函 分 析 研究 的 重要 内 容 ， 在 理论 研究 z 和 应 用 上 都 
十 分 重要 . 

对 于 峰 范 空间 中 元 素 的 序列 ,有 下 面 商 种 收敛 的 概念 ， 

定义 5.1 设 和 是 赋 范 空间 , {z,} 是 苹 中 的 序列 . 

(1) 车 存在 zEX, 使 得 

limlz,—z|=0, 

则 称 序列 {z,} 是 强 收敛 的 (strongly convergent), 记 为 


lim7x, 二 7X 或 ZT,->X， 
忽 中 29 


e 283 了。 


i 


这 时 ,xz 称 为 {zs} 的 强 极 限 , 并 且 称 {x} 强 收 钙 二 xX. 
(2) 知人 存在 YE 和 ,使 得 对 每 一 个 JE 都 有 
limf (x) = 了 (7), 


则 称 序 列 {za; 为 弦 收 敛 的 (Weakly convergent), 记 为 


(iwo) lim YT 一 > 和。 
入 玉江 


这 时 ,z 称 为 {z 直 的 弱 极 限 , 并且 称 {2,} 弱 收 敛 于 x. 
序列 {zs} 的 强 收敛 实际 上 就 是 第 五 章 8$ 2 中 所 说 的 序列 {x,} 
在 范 数 下 的 收 鳅 ， 这 里 对 于 厅 列 的 罚 收 钙 , 我 们 给 出 下 面 的 性 质 ， 
定理 5.2 老 赋 范 空 间 X 中 的 序列 {x,} 弱 收敛 于 7x, 则 
(1) {zn} 的 弱 极 限 x 是 唯一 的 ; 
(2) 序列 {zs1} 是 有 界 的 . 
证 明 (1) 车 z 一 7 且 24 则 对 每 一 个 fEX* 有 
f(z) =limf (zs) =f(9), 


改 J(z 一 y) 二 f(z) 一 1(y) 二 0 应 用 推论 1.5， 得 到 x 一 y=9， 故 
YE 
(2) 由 于 对 每 一 个 {EX*，f(z。)->f(z)。， 因 而 序列 {f(x,))} 
有 界 , 即 存在 仅 与 f 有 关 的 常数 cy, 使 : 
flz)|Ses (EN). | 
在 典范 映射 画 ， 开 -> 和 xx 下 ,zn 对 应 于 FF ,使 得 
F, (f)=f(z,) (fEX*), 

于 是 ,对 每 一 个 fEX* 序列 {7 (f)} 有 界 , 由 于 忌 * 完 备 ， 应 用 一 
致 有 界定 理 得 到 {| 上} 有 界 ， 而 1F.,1= 上 zol, 故 {1zs1} 有 界 . 吕 
关于 序列 的 强 收敛 与 弱 收敛 的 关系 , 我们 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.3 设 {z,} 是 赋 范 空间 瑟 中 的 序列 ， 

(1) 车 {zx,} 强 收敛 于 z, 则 {zo} 弱 收敛 于 z. 

(2) 车 和 是 有 限 维 的 , {z,} 弱 收 敛 于 x, 则 {zj} 强 收敛 于 x 
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证 明 (1) 设 {z,} 强 收 化 于 x, 则 |z, 一 si->0，。 于 是 对 每 一 个 
fEX”, 
fz) F620) =1f 6s,—2) [<I Nz —z| >0, 
故 12,} 罚 收 化 二 x. 、 
(2) 设 x, 一 +z 且 dim 针 = ite :，Bs} 是 于 的 一 个 基 旺 
Tn 一 Ge 十 … 和 十 Qi er (neEN), 
YX 一 QI 十 十 Ge 
定义 渤 函 fi(2=1,..,k), 使 得 对 每 一 个 Z 一 El1 十 十 EB@k 和 用 
(5. 1) fi(2) 一 上 
显然 f; 是 线性 的 . 由 于 环 是 有 限 维 的 ， 则 fiEX*( 见 第 五 章 定理 
3.1)， 由 (5. 了 D 知 f(z,) = 二 a 名 及 fi (2) = 二 qi(i=1,…,k)， 由 于 
zs 一 XY, 则 对 每 一 个 i 二 1,…,， 
Gi = f(t) > (2) = (NR->00), 
由 此 ,我们 得 到 


| z， 一 2 一 1 SCI 一 Qi) 6， 


让 {zj) 强 收 钙 于 x. 

此 定理 表明 ， 在 有 限 维 赋 范 空间 中 ,序列 的 强 收敛 与 弱 收 敛 是 
等 价 的 ， 值 得 注意 , 当 半 是 无 限 维 的 赋 范 空间 时 , 弱 收 钙 的 序列 不 
一 定 是 强 收敛 的 ， 下面 举 一 个 例子 . 

例 1 在 12?(1<2<co) 空 间 中 , es 表示 U1? 中 其 第 2 个 坐标 为 
1 其 余 坐 标 缘 为 零 的 元 素 ， 关于 序列 {eyj 握 2 有 如 下 的 结论 . 

(1) {es} 琅 收敛 于 0. 因为 对 任意 的 fE(L?)*, 了 对 应 于 (这 


时 十 志 ==1) 中 的 一 个 元 素 (@1, 4&2:,，…') 滑 是 
: fen = 0 (n>00), 


(2) je 三 1 故 {teoj 不 契 踢 收 伍 的 , 


< | —@i | le,l|—>0 
二 二 


ee 232 w 


a : 


算 子 序列 有 下 面 三 种 收敛 的 概念 ， 
定义 5.4 设 和 了 是 赋 范 空间 ，{7T,} CB(X,， YY),， 了 TE 
BX,Y). 
(1) 车 {,} 在 算 子 范 数 下 收敛 于 TT， 即 JT 一 71->0, 则 称 算 
子 序列 {Ti 是 一 致 收 伍 的 (uniformly convergent), 记 为 
lim 人 T= 二 全 或 TT. 一, 
(2) 若 对 每 一 个 xSXX, 序列 {T,zj} 在 了 中 强 收敛 于 7x, 则 称 算 
子 序 列 {TT,} 是 强 收 敛 的 (strongly convergent), 记 为 
(s)1im7 ,= 全 或 卫 一 人 


(3) 车 对 每 一 个 zxEX 序列 {Tz} 在 了 中 弱 收 敛 于 Tz, 则 称 算 
子 序列 {T,} 是 弱 收 敛 的 (weakly convergent), 记 为 
(w)limT, = 二 TT 或 TT, 一 TT. 


从 定义 5.1 知 ,T, 一 了 意 妈 对 每 一 个 zEX 有 1 了 Tz 一 Tz) 一 0; 
ZT 意 即 对 每 一 个 x 和 每 一 个 gE 了 * 有 |g(T,z) 一 g (Tz) 
ee 

定理 5.5 设 X 和 了 是 赋 范 空间 ,Ts,TEB (X,Y 了 ) (nEN). 

(1》 若 {7,) 一 致 收敛 于 了 了, 则 {7,)} 强 收敛 于 也 

(2》 若 {区 ,} 强 收敛 于 了 则 你 。} 弱 收 伍 于 也 . 

证 明 (1) 设 全 .} 一 致 收敛 于 7T, 则 j7T, 一 7j->0， 于 是 对 短 
一 个 XX : 

了 一 全 = 外 (了 一 人 2 入 | 一 全 由 和 >0， 
故 {T,} 强 收敛 于 7 | 

(2) 设 {T,} 强 收敛 于 TT， 则 对 每 一 个 zEX 序列 {Tx} 在 了 中 
强 收敛 于 Tx， 由 定理 5.3(1)，{Tszx} 弱 收敛 于 Tz。 因此 {7T,} 弱 
收敛 于 T。， 浊 
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信 得 注意 , 强 收 化 的 算 子 序列 不 一 定 一 致 收敛 ; 弱 收敛 的 算 子 


序列 不 一 定 强 收 化 .我 们 各 举 一 例 如 下 ， 


例 2 在 LW?(1<7<00) 中 ， 定 义 “ 左 移 算 子 T,:L1?->L? 使 得 


对 每 一 个 2 二 (51, 62,*…*)EL?， 

Trt = (Sn+1 Sn+2s 7 
则 算 子 序列 {T,} 强 收敛 于 零 算 子 ， 事实 上 ， 对 每 一 个 += (6&1 
62， EL?, 由 于 jz 一 Pls | ?< 十 cc， 则 


Le > 已 小 一 0 (2->oo)， 


故 {7 了 ,1 强 收敛 于 等 算 子 -. 
但 起 {7T,} 柱 L? 上 不 是 一 致 收 线 的 。 因 为 ,对 于 任意 的 nEN， 
[7,enril= lel=1, 
(这 里 es 是 1? 中 其 第 zw 个 坐标 为 1 其 余 坐 标 尼 为 零 的 元 素 )， 故 
7,.1 宇 I。 因此 7,} 不 一 致 收敛 于 零 算 子 ， 


例 3 在 1?(1<p 二 00) 中 ， 定 义 算 子 人 TV,:1?->1? 使 得 对 每 一 


个 4 一 (&1 >， EL? 
Tz= (0,0,., 0,*°%,0, 61, £2 °° ")， 
an 人 0 


则 算 子 序列 {Z,} 弱 收 敛 于 零 算 子 ， 事实 上 ， 对 每 一 个 = (&,， 


62，…)EL? 及 每 一 个 fE(1?)*, 了 对 应 立 于 (这 里 + 二 =1) 中 的 


一 个 元 素 (@1, 2,…), 使 得 (es,) 二 Qn(nEN)， 当 n>oo 时 


1 1 


Lp pl 5 a ) ->0， 


下 一 外 十 了 


故 这 级 收敛 于 稚 算 子 。 
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但 是 {TT,} 在 it? 上 不 是 强 收 敏 的， 因为 对 村 z= 二 (1,0,0,*…)E 
47?, 当 Ms 时 
Tz 一 TX 二 (1? 十 1p) 一 2 
现在 我 们 介绍 赋 范 空间 式 上 泛 函 序列 的 儿 种 收 敏 的 概念 ， 这 
望 , 我 们 可 以 把 迭 函 序列 看 作为 对 偶 空 间 革 * 中 的 元 素 的 序列 , 因 
此， 类似 于 定义 5. 1， 我 们 可 以 定义 泛 函 序列 的 强 收 敛 和 弱 收 敛 . 
此外 还 有 一 个 比 弱 收敛 更 为 曾 用 的 弱 * 收 化. 
定义 5.6 设 卫 是 赋 范 空间 , {f,} 是 和 * 中 的 序列 ， 
(1) 若 存 在 fEX*, 使 得 
lim|f,—f| 二 0， 
划 称 {f。} 是 强 收 钙 的 (strongly convergent), 记 为 
limf ,=f 或 太一 让 
(2) 大 存在 JEAX ,使 得 对 每 一 个 FE 有 ** 有 
limF(f,) =F(f), 
: 则 称 {f,} 是 弱 收 钙 的 (Weakly convergent), 记 为 
(wlimf, 一 上 或 fa.—f. 
(3) 落 存 在 fEX*, 使 得 对 每 一 个 ze 下 有 
ma jj 一 了 (z)， 
蓝 称 {f 是 弱 * 收 和 敛 的 (weak* convergent), 记 为 
(2 )1imy 一 上 或 J of 
显然 ， 当 斑 是 自 反 空间 时 ,和 上 的 荡 图 {f 的 弱 收 化 与 弱 *# 收 
纹 是 一 致 的 。 关 于 马上 的 泛 函 序列 的 收敛 性 的 讨论 有 类 似 王 前 面 
定理 5.2 及 定理 5. 3 的 结论 , 我们 不 再 装 述 . 


如 果 我 们 联系 到 上 一 节 的 定理 4. 5, 用 本 池 中 的 术语 ， 订 立即 
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得 到 关于 莫 子 序列 强 收 敛 的 判定 定理 如 下 ， 

定理 5.7 设 了 和 了 是 Banach 空 间 ，T,EB (X,Y) (EN)， 
则 存在 TE 禾 ( 关 ,了 ) 使 {人 T,} 强 收敛 于 的 充分 必要 条 件 是 下 列 两 
个 条 件 同 时 成 江 . 

(1) 看 ZT, 几 是 有 界 的 . 

(2) 对 于 苦 中 的 稠密 子 集 4 的 每 一 个 元 素 z， 序 列 {Tvz} 
收 散 . 

注意 到 至 上 的 有 分 线性 泛 国 序列 {f} 的 弱 * 收 丝 实 际 上 可 以 
看 作为 站 到 数 域 玉 的 算 子 序列 的 强 收 化， 以 及 民 是 完备 的 , 我 
们 从 定理 5.7 可 立即 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 5.8 设 牙 是 Banach 空间 ，f,EX*(nEN)， 则 存在 
fEX* 使 {f,} 弱 * 收敛 于 了 的 充分 必要 条 件 是 下 列 两 个 条 件 同 
时 成 芯 . 

(1) 训 六 全 是 有 界 的 . 

(2) 对 于 所 中 的 稠密 子 集 4 的 每 一 个 元 素 zz， 序列 {f(z)} 
和 收效. 

空间 中 的 序列 及 算 子 序列 在 不 同 的 收敛 意义 下 ， 可 以 在 空间 
中 建站 不 同 的 拓扑 结构 ， 于 是 相应 地 有 不 同意 义 的 紧 、 列 紧 ,、 闲 等 
概念 ， 例 如 ， 在 研 范 空间 中 ， 我 们 剖 用 点 列 在 范 数 意 义 下 的 收 丝 
( 即 强 收敛 ) 来 定义 列 紧 ( 也 称 为 强 列 紧 ). 下 面 ， 我 们 可 以 用 弱 * 
妆 化 来 定义 弱 * 列 紧 . 

定义 5.9 设 卫 是 赋 范 空间 ，QCX*. 车 人 中 的 任意 点 列 
{fs} 都 有 一 个 子 序列 {f,,} 弱 * 收 敛 于 fEX*, 则 称 人 是 弱 * 列 紧 的 
(weak* sequentially compact). 

由 于 强 收 敏 的 泛 函 序列 是 弱 * 收敛 的 , 因此 列 紧 集 必 是 弱 * 列 
条 集 。 反之, 弱 * 列 紧 集 不 一 定 是 列 紧 集 . 

由 第 五 章 推 论 3.9 知 , 赋 范 空间 的 每 一 个 有 界 子 集 是 列 紧 的 ， 
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当 且 仅 当 节 是 有 限 维 的 但 是 ， 若 X* 的 每 一 个 有 界 子 集 都 是 
弱 * 列 紧 的 ,并 不 能 得 出 了 一 定 是 有 限 维 的 结论 ， 

定理 5.10 若 赋 范 空间 革 是 可 分 的 ， 则 对 偶 空 间 XX* 中 每 
一 个 有 噶 集 侣 都 是 弱 * 列 紧 的 . (这 里 从 有 界 是 指数 集 {f|fe02} 
有 从. ) 

证 明 设 人 0 是 X* 中 的 任 一 有 界 集 , {f,} 是 人 中 任 一 序列 , 可 


设 存在 常数 二 0, 使 得 
外 委 c (neEN). 


由 假设 了 可 分 ， 于 是 和 中 有 一 可 数 稠密 集 {x.}， 对 于 zt， 数列 
{f(x1)} 有 和 界 , 故 它 有 一 个 收敛 的 子 序列 (fi,n(21)}, 于 是 {f1,n} 是 
{小 的 子 序列 ， 对 于 zz 数列 {fn(zs)} 有 界 ， 故 它 有 一 个 疏 伊 的 
于 序列 {f2,n(z2)}， 于 是 1f2,nj 是 {fr} 的 子 序列 ， 如 此 继续 下 去 ， 
可 得 到 如 下 可 列 个 泛 国 序列 : 

站 Fins se 

2 2 1 “°° 


其 中 {fr nj 是 {fn} 的 子 序列 (EN )， 并 且 对 每 一 个 TE (23) 数 


列 {fa,n(z2)} 收 敛 , 在 (5.2) 中 , 取 对 角 线 上 的 泛 函 组 成 的 序列 
Fisis f2,2,**"， Be 
容易 看 出 1f,,,| ec 并 且 对 每 一 个 XE 和 N， 数 列 {f,n(24)} 都 收敛 . 


由 定理 5.8， 则 存在 fEX* 使 {f,,»} 弱 * 收敛 于 f。， 这 就 证 明了 8 
是 弱 * 列 紧 的 。 0 
习 题 


ti。 者 {zu}CC[a, 四 且 xz。 、zEC[a,5]， 则 {z,} 逐 点 收 钙 于 zx， 即 对 
每 一 点 tLa,b] 有 Y(t) 一 X(t). 

2， 设 卫 和 了 是 赋 范 空间 ,TE (XX, 了 ) {2} CX x6EXX， 若 2 一 320; 则 
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必 
Tr, os 


3， 设 站 是 赋 范 空间 , {z,} CX, 了 一 span {zx。},zoEX， 若 x4 一 zos 则 zocP， 
4 设 居 是 莱 范 空间 ,殖民 *+ 且 .Span 五 一 和 TY (fx 是 六 中 的 序列 ,2 大 


sup 上 2,j <co 且 对 任意 的 fEE 有 f(z) -fo ， 则 za, 

5， 设 卫 和 了 是 赋 范 空间 ,了 T,, TE 多 (XX, 了)-(nEN)， 证 明 人 7T,} 一 致 收 钱 于 
了 T 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 e 盖 0 存在 一 个 仅 与 e 有 关 的 正 整 数 信 ,使 得 
对 一 二 n> 以 及 下 中 一 一 切 范 数 为 1 的 元 未 > 有 

|.z— Tx!l|<e. 

6。 设 XX 是 赋 范 空间 ，J,EX*(nEN)。 若 {f,} 弱 "收敛 于 和 ， 则 (fo 的 
弱 # 极 限 是 唯一 的 ， 

7. 证 明 z 2 点 间 中 的 点 列 的 弱 收 绩 与 强 收 敏 是 等 价 的 . 


$ 6 开 映 射 定理 与 闭 图 象 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 Banach 空间 理论 中 另外 的 两 个 主要 
定理 ， 即 开 映 射 定理 与 困 图 象 定 理 ， 这 两 个 定理 皆 要 求 所 讨论 的 
空间 具有 完备 性 的 条 件 ， 由 开 上 映射 定理 ， 我们 立即 可 以 得 到 
Banach 空间 之 间 的 有 界线 性 算 子 的 逆 算 子 存在 的 所 谓 “ 逆 算 子 定 
理 ”， 这 些 定理 在 理论 与 实际 中 都 具有 广泛 的 应 用 .; 

在 讨论 开 鼎 射 定理 和 逆 算 子 定理 之 前 ,需要 如 下 的 预备 知识 ， 

定义 6.1 设 和 和 了 是 度量 空间 (或 者 更 一 般 地 可 设 为 拓扑 
空间 )， 映 射 了 :和 -> 了 .车 天 中 的 每 一 个 开 集 G 的 象 f(G) 是 工 中 
的 开 集 , 则 了 称 为 开 映 射 (open mapping). : 

值得 注意 ,连续 映射 不 一 定 是 开 上 映射 . 例如 ,映射 f: 民 一 民 定 
义 为 了 (三 大 (CE 及 )， 则 了 是 连续 的 。 但 是 三 不 是 开 上 映射 ， 因 为 
R 中 的 开 集 (一 1,1) 的 象 fj( 一 D 1D) =[0,1) 不 是 及 中 的 开 集 ， 另 
一 方面 , 开 映 射 也 不 一 定 是 连续 映射 
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jp 


现在 ， 我 们 回顾 一 下 族 上 映射 的 概念 ， 设 忒 和 了 了 是 两 个 集 , 行 
矶 射 卫 :天 一 是 单 射 (一 一 上 映射 )， 即 对 于 任意 的 I1，7x2€ 鞋 ， 若 
zz2; 则 Tomzs， 这 时 存在 定义 在 丈 的 值 域 上 的 逆 映 射 T-!: 
R(T) 一 久 , 使 得 每 一 个 yEG(T) 对 应 于 z= 二 Ty, 满足 Tz 二 Jy, 这 
时 了 (7 Y=YIYIERT)) HT (TH) =7 (EX). 
如 果 人 :到 -> 了 是 双 射 ， 那 末 到 的 道上 映射 了 :7 了 -> 站 存在 且 


满 存 
= iy, TT == ys 


这 里 7x 与 Ls 分 别 表示 与 了 上 的 恒 等 映 射 , 即 Txz 二 z(zEX)， 
Jyy 二 y(yEY)， 反 过 来 ,我 们 有 下 面 的 引 理 ， 
引 [ 理 6.2 设 T: 人 -> 了， 若 有 了 映射 S: 了 -> 了 和 
ST =J17r, TS=I1y, 
齐 了 :天 -~ 人 > 了 是 双 射 ,日 人- 一心. 
证 明 对 于 任意 的 2 zsE 克 ,车 人 zi 一 Tryo， 由 于 ST=Xx， 我 
们 有 
t= (ST)z1=8(T2,) = S(Tr2) = (ST)Y,=7,, 
故 了 是 单身 任 取 9gE7, 由 于 28S=7r, 我们 有 
2 一 (TS) =T(Sy) 
若 令 z=Sy, 则 xEX 并 且 Tz=y.， 这 表明 人 T 是 满 射 , 因此 了 T 了 是 双 
射 ， 这 时 了 -1:7-> 玉 存在, 并且 
T-i=(ST)T- -t=S(TT"!)=S. ] 
容易 验证 关于 逆 映 射 的 如 下 运算 性质 成 并 
引 理 6.3 在 下 面 的 符号 有 意义 的 情况 下 
(D (PDT; 
(2 
对 于 线性 空间 到 线性 空间 的 线性 算 子 ， 它 的 逆 算 子 存在 的 判 
定 仅 决定 于 该 算 子 是 否 使 得 二 线 福 空 间 的 零 元 素 之 间 的 对 应 是 一 
对 一 的 ， 这 一 结论 包含 在 下 面 的 引 理 中 . : 
引 理 6. 4 设 了 和 了 是 (在 同一 数 域 K 上 的 ) 线 性 空间 ，7: 
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-> 了 是 线性 算 子 , 则 

(1) IT :R(T)-> 半 存在 , 当 且 仅 当 营 Pz=0 则 z=0; 

(2) 着 2 存在 , 则 人 是 线性 的 . 

证 明 (1)“<=” 对 任意 的 ro XE 六 ,车 Tx,==7Tz,, 则 

T(z,— Xe) =—=Trx,— Tx, = 0. 

由 假设 则 得 2 一 zs ==9， 即 x 二 xz。， 这 证 明了 是 单身 , 故 T-!: 
-HK(T)-> 存 在， z 

“=>” 者 Tz 二 90, 由 于 也是 线性 的 , 则 有 7T90=T(x 一 x) = 二 0b， 这 
样 ,我们 得 到 ?xz=2Z0， 由 假设 2 存在 , 则 

t=T (Tr) =7T71(T7T0) =0. 

(2) 设 T :gj(T) 一 了 存在 ， 要 证 T7! 是 线性 的 ， 为 此 , 任 
取 y,ySER(T) 以 及 任意 的 a, BEK,i 记 z=T71y1, x2 二 T-iy,， 则 
XT Tz 二 y1, TX, 二 y,。。 由 于 

Qy: + pys—aTrt PTrxs =T (or Br,), 

7 (Gy1t Py) =arit+ prs=aT yt BT-y,, 
故 7 了” 是 线性 的 . 了 

在 证 明 开 映射 定理 之 前 ， 先 应 用 纲 定理 来 证 明 一 个 必要 的 引 
理 ， 为 了 叙述 方便 ,我 们 将 采用 下 面 的 记号 ; 车 4 是 线性 空间 上 
的 子 集 , 对 于 给 定 的 数 %& 及 罗 中 的 一 点 2 我 们 记 

aAd= {ax|zxEA}, 
A 二 Txo= {z+ zo| rEA). 

5| 理 6.5 设 X 和 了 是 Banach 空间 ， 若 有 界线 性 算 子 也: 
及 一 了 是 注射 ， 则 入 的 单位 开 球 Bo。=B(06，1) 的 像 了 (B,) 必 含有 
一 个 以 9€Y 为 中 心 的 开 球 ， 

证 明 延明 分 为 下 面 几 步 完成 ， 

(a) 记忆 = 成 0 到) 开 球 B 的 像 的 闭 包 TUB 含有 一 个 开 
球 B*. 


* LO。 


Li Er 


炳 :4331 “ 


对 任何 ze 了， 总 有 下 整数 使 zE£B,， 这 只 要 取 6>214z1 即 


可 、 因 此 X= 【)tB,， 由 于 了 是 线性 的 满 射 , 故 
Ek=1 


r=7(x)=2( U 18, )= U iT(B,)= HU ET(B,). 
k=1 后 三 1 k=1 四 


因 了 完备 ， 由 纲 定理 { 见 第 二 党 定 理 6. 2) 知 ， 必 存在 某 个 如 使 
koTCB,) 含 有 一 个 开 球 , 于 是 TC(B,) 含有 一 个 开 球 , 设 其 为 BCy。， 
2), 简 记 为 B*, 即 
(6. 1) B*=B(y, e) CT(B). 
以 9EY 为 中 心 的 开 球 ， 

由 (6. 1) 式 可 知 , B(0, e) =B* 一 ypCT(B1) 一 yu。 我 们 现在 
证 明 B(0,e) CT(CBo)， 为 此 只 要 证 明 : 
(6. 2) T(B) —yoCT(Bo). 
设 yET(B,) -yo， 于 是 y 十 YoET(B) .由 (6.1) 式 ，Y0oEB*C 
7(B,) ， 因 此 存在 wvnET(B;) (nEN), 使 >y 十 yo,vn>yo， 从 
而 存在 zw zs€B1(nEN), 使 . 

un = Tn x9 + yo, n= Ten—>Y0. 


然而 ，1ws 一 zo1<<Jwr] 十 1znl < 地 十 也 = 卫 才 ws 一 znEBo。 由 


TWO— Zn) = Un Va—>Y, 

使 得 到 yE T(Bo) ， 由 y 的 任意 性 知 (6.2) 式 成 立 ， 因 此 了 中 以 8 
为 中 心 的 开 球 B(9,e) CT(B6)， 由 于 TC(B,) =2-" TCBo), 故 
(6. 3) B(9, e277*)C TCB,). 
这 就 证 明了 (b). 

(c) 7(Bo) 含 有 一 个 以 9EY 为 中 心 的 开 球 B(0, 台 ) 

记 了 中 的 开 球 
® 294 4。 


《6. 4) V,.=B(0,e2"") (rnEN). 
“对 任意 的 yeV=0, 邹 ), 由 (6. 3) 可 知 ,VCTOBI) , 族 
已 
Bi 号 )n7(BD)s 人 


-期 存在 zB 使 
1 一 全 2 < 二 


因此 y 一 Ts.EV,。， 由 (6.3) 和 (6.4) 又 有 VsCT(B,). 同样 可 找 
到 | rEb,, 使 

Iy—Tx,— Tr,l < ee2-3,. 
因此 y 一 72z1 一 TxsEV3CT(B,)， 如 此 可 继续 下 去 ,我 们 得 到 一 个 


瓜 列 (2s}, 其 中 x,EB, 且 满 足 
| 1 
y—7T > rs 


(6.5) | [<e2- n+l) (EN). 
6 =1 


| 


令 ze 一 Y1 十 … 十 Zr 因 zs&Be, 有 |z6[ <<2-* 鼓 圣 于 之 1m 


[zs—znl < D>) [zl 2) 2-*->0(m->00). 


因此 {zs} 是 了 中 的 Cauchy 序列 ， 由 于 天 完备 ,可 设 21>xE 
和 。， 而 


BESHN ES 


此 = 
可 知 zeBo， 由 了 的 连续 性 ,得 到 Tzn->7Tzx。 另 一 方面 , 由 (6. 5) 又 
有 7 了 zs>y， 因 此 y=7TzET(Bo)，3 引 理 得 证 .， 曲 
定理 6. 6( 开 映射 定理 ) 设 世 和 了 是 Banach 空间 ， 若 有 界 
线性 算 子 了 :和 -> 了 是 满 射 , 则 了 是 开 上 映射. 
证 明 设 4 是 中 任 一 开 集 ， 要 证 明 7T(4) 是 了 中 的 开 集 . 
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为 此 ， 任 取 关 7(4)， 则 存在 xE4 使 y=Tx. 由 于 4 是 开 集 ， 
故 存在 >>0 使 得 牙 中 的 开 球 B(x,7)CC4, 从 而 B(0, ?7+)CA—z. 


1 
令 《二 到， 由 


B(9,1) =E£B(0,7) CE(A—2). 

由 引 理 6. 5, 7T(B(0, 1)) 含 有 一 个 在 了 中 以 6 为 中 心 的 开 球 ， 设 其 
为 By(0,2), 从 而 TK(4A 一 z)) 二 EC(T(A) 一 Tz) 含 有 此 开 球 By (小 
e), 于 是 T(4A) 一 Tz 含有 开 球 By (0，re). 因此 7T(4) 含 有 一 个 以 
Tz 二 Y 为 中 心 的 开 球 Br (y,7e). 由 的 任意 性 ,这 就 证 明了 7T(4) 
是 了 中 的 开 集 .站 

由 开 有 呐 射 定理 ,立即 可 得 到 下 面 的 道 算 子 定理 ， 

定理 6. 7( 逆 算 子 定理 ) 设 瑟 和 了 是 Banach 空间 若 有 界 
线性 算 子 3: 和 -> 了 是 双 射 , 则 TJ 了 的 道 算 子 T-!; 了 -> 于 也 是 有 界线 
性 算 子 ， : 

证 明 由 于 了 :天 一 了 是 双 射 , 则 7T :7Y-> 站 存在 ， 且 由 5| 理 
6.4 知 7T 是 线性 算 子 ， 应 用 开 映 射 定理 ,T: 邓 ->Y 是 开 上 映射 , 也 
职 征 说 了 :一 下 是 连续 的 (因为 蕊 中 任 一 开 集 G 在 映射 7 下 
的 逆 象 (P-D-!(G) =T(G) 是 了 中 的 开 集 ), 即 T-! 是 有 界 的 ， 

推论 6.8 设 (X,， 上.1) 和 (了 对， .1 是 两 个 Banach 空间 . 
符 存 在 笛 数 ct>0, 使 得 对 每 一 个 zE 驰 有 

lIzls<elzl', 
则 存在 c*>>0, 使 得 对 每 一 个 zEX 有 
| zl ‘cel xz;. 

从 而 范 数 11 与 1 是 等 价 的 . / 

证 明 由 夭 件 |z1,<c,|z1(zEX), 可知 恒 等 算 子 

IT:(X,)|:|)->(X, |.1,) 

是 有 界线 性 算 子 ， 由 道 算 子 定理 ,7-1 (外 ,上 .1,)->( 了 ,上 ) 也 是 
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有 界线 性 算 子 ， 即 存在 cz( 例 如 可 取 cs=11" 吓 )， 使 得 对 每 一 个 
X 亿 了 牙 有 
EA A EA 日 

本 节 的 以 下 部 分 是 讨论 闭 图 象 定 理 . 

定义 6.9 设 X 和 了 是 赋 范 空间 ，7: 儿 (7) ->Y 是 线性 算 子 ， 
其 定义 域 多 (7T)C 忆 下， 下 x 了 中 的 集合 

G(T)={(2, D1zED(T), y=Tx} 

称 为 算 子 了 的 图 象 (graph)， 易 知 六 xY 按照 如 下 定义 的 线性 
运算 

(TI YI) (FY2) 一 (ZI 十 Za2yg1i 十 yz)， 

a(z,y) 一 (GZ oy), 
成 为 线性 空间 ， 对 于 每 一 个 了 x 了 中 的 元 素 (x,y), 定 义 其 范 数 为 
(6. 6) | Cz,9) |= 1rd + yl, 
则 在 此 范 数 下 了 xY 是 一 个 赋 范 空间 ， 若 G(7T) 是 x 了 中 的 团 
集 ， 则 区 称 为 阴线 性 算 子 (closed linear operator)， 简 称 为 用 
算 子 ， 

判定 一 个 线性 算 子 是 否 是 闭 算 子 常 用 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 6.10 设 工 和 了 是 赋 范 空间 , 了 ; 久 (T) 一 了 是 线性 算 子 
且 允 (TCR 则 了 是 用 线性 算 子 当 上 县 冯 当 对 任意 的 zwEG(TD (sn 
CN), 大 zo>7 以 及 Tzn>9, 则 2zED(T)H. Tz=y. 

证 明 “=>” 对 干 任意 的 zx,E 匀 @(T)(nEN), 若 zn>7? 以 及 了 Tz 
一 y, 则 (zn,Tz,)EG(T) 并 且 (xs，7Tzx,) 一 (zx,Y)， 由 假设 T 了 是 闲 算 
,Rr YEGT), MM rEDT) A. Tr=y. 

“<" 由 定义 要 证 明 iG(Z) 是 闭 集 . 为 此 只 要 证 明 G(T) C 
G(T). 对 任意 的 (z,9)EG(TD) , 必 存 在 (zs，2zs)EG (7) (n€EN)， 
使 得 (zw 2za)- 一 (29g)， 则 mnE 末 (7) (EN)，zn>z 且 人 zw->g。 由 
假设 得 到 xE 女 (7T),Tz 一 y， 这 就 是 说 (z,)EG(T)， 
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引 理 6.11 设 和 和 了 是 赋 范 空间 , 了 : 邹 (7)- 工 是 线性 算 子 
县 多 (7T)CX. 车 T 是 有 界 的 且 多 (TT) 是 六 中 的 闭 集 , 则 了 是 闭 

特别 地 ， 当 多 (2) = 与 时 ， 若 了 是 有 界线 性 算 子 ， 则 了 龙 闭 
算 子 . 
证 明 对 任意 的 zE 允 (7T) (EN) 车 za 一 2 以 及 Tz, 一 y, 册 
于 狗 (2 下 是 闭 集 , 则 x€ 纺 (T) = 多 (T)， 由 于 TT 是 有 界 的 ， 即 了 T 
是 连续 的 ， 则 Tz,->Tz。 因 此 由 极限 的 唯一 性 得 到 Tx=y， 由 3 
理 6. 10 知 , 人 是 闲 算 子 ， 了 

在 引 理 6. 11 中 , 条 件 “ 急 (2Z) 是 瑟 中 的 闭 集 ?是 不 可 少 的 ， 也 
就 是 说 ， 当 绿 (2) 不 是 苹 中 的 闲 集 时 ， 可 以 找到 不 是 闭 线性 算 子 
的 有 界线 性 算 子 的 例子 ， 另 外 , 也 存在 无 界 的 闭 线 性 算 子 . 

例 1 设 节 是 赋 范 空间 , 若 必 是 区 中 的 稠密 子 空间 且 以 六 站 ， 
则 恒 等 算 子 Tx: 以->MCX 是 有 界线 性 算 子 . 但 是 , 只 要 取 xEX\ 
寻 和 序列 {zwCZ(Z) 三， 使 得 zw~>z， 应 用 5| 理 6. 10 二 知 
Ty:H(Ty)—>X 不 是 闭 算 子 ， 

例 2， 考 察 微分 算 子 D: 儿 (D)->C[0,1], 这 里 纪 (D)=C1[0, 
是 在 [0, 1 上 共有 连续 的 一 阶 导 函数 的 函数 的 全 体 , 它 是 C[0, 匡 的 
子 空间 .对 于 每 一 个 xE 儿 (D) 


(Da (D) =#(0)(= 2 


由 第 五 章 §4 例 5 知 ,D 是 无 界 的 线性 算 子 。 下面 , 我 们 应 用 5| 理 
6. 10 证 明 D 是 闭 算 子 . 

”事实 上 , 取 任 意 的 x.E 名 (DD) (nEN)， 使 得 ze 一 2 以 及 Tx 二 
xa>y。 由 于 CL0,1J] 中 元 素 列 的 收敛 综 价 于 [50,1j 上 孙 数 列 的 一 致 
收敛 ,因此 在 下 面 的 运算 过 程 中 ,极限 符号 与 积分 符号 可 以 交换 次 
序 , 即 
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EE 
中 


| vcs)ds= | limz (s)ds =lim| a (s)ds 

0 -0 0 
=lim(zn(t)—2z,.(0))=2(t)—27(0). 

于 是 得 到 

x(i) =7(0) +| vs)ds. 


这 表 了 中 zE 儿 (D) 且 Dz 二 z=y. 因此 由 引 理 6. 10 知 , 是 财 算 子 。 

下 面 的 闭 图 象 定理 给 出 了 闭 算 子 成 为 有 界线 性 算 子 的 条 件 . 
在 定理 的 证 明 中 可 以 看 到 由 与 了 的 完备 性 可 推出 积 空 间 之 x 了 
的 完备 性 ， 

定理 8. 12 〈 闭 图 象 定理 ) 设 X 和 了 是 Banach 空间 ,了 7; 
杀 (2 一 7 了 是 闭 线 性 算 子 且 幻 (Z)C.、 若 狠 (7) 是 瑟 中 的 闲 集 ， 
则 下 是 有 界 的 . 四 

证 明 首先 证 明了 x 了 是 完备 的 。 任 取 Cauchy 序列 {x,} 己 
久 x 了 ,zs 二 (zn, yn), 则 对 任意 的 二 0, 存在 正 整数 W， 使 得 
(6.7) das—anl =1zn—znl + dys—ynl <e n,m>N). 
因此 , {zw} 是 了 中 的 Cauchy 疗 列 ，{y} 蚌 了 中 的 Cauchy 序列 . 
由 于 半 和 了 的 完备 性 ， 可 设 4,->2E, Yn->YEY， 令 2 二 (zx,Y)， 
则 由 (6. 7) 得 (zw 91) 二 Zn->2 二 (2,9)。 | Vv 

现在 证 明 T 有 界 . 由 假设 算 子 T 了 的 图 象 G(T) 是 芯 x 了 中 的 
闭 集 ,7 的 定义 域 名 (T) 是 了 中 的 图 集 , 则 G(T) 和 名 (T) 都 是 完 
备 的 。 定 义 投影 映射 P;:G(T) 一 急 (T)， 使 得 对 每 一 个 (x，Tx)E 
G(T) : 

P(z, Tx) =z, 
则 了 是 线性 的 , 并且 P 是 有 界 的 。 因 为 
IP(z, To = 1zl<lzl+ Tzl= 1, Tz)1. 

显然 , 了 P 是 满 射 ,并且 当 zi=z 时 必 有 Tzi=Tza， 从 而 (zb7T2zU) 
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一 (2，7z2)， 故 己 是 双 射 ， 于 契 己 的 疼 映射 P*!:D(T)—>G(T) 
存在 且 

Pix=(x, Tx) (rEDT)). 
由 于 多 (7T) 和 G(T) 都 是 完备 的 ， 由 逆 算 子 定理 ，P-! 是 有 界 的 . 
因此 | | 

~ lpi'zl=](, TH) ISIP Elz] (ESD(T)). 
从 而 , 对 每 一 个 zxE 多 (2 )， 
Tzl<lzl+ 1Tz1=1(, 72) 1<HP- zl, 

赦 允 是 有 界 的 , 且 1TI<IP*1. 0 

当 多 (7T) = 时 ， 急 (T) 显然 是 瑟 中 的 闭 集 . 这 时 由 引 理 
6. 11 知 ， 线 性 算 子 也: 和 -> 了 是 有 界 的 可 推导 出 是 闭 算 子 ,而 
当 瑟 和 了 是 Banach 空间 时 , 由 定理 6. 12 知 , 中 是 闭 算 子 可 推导 
出 T 了 是 有 界 的 。 这 就 得 到 下 面 的 推论 . 

”推论 6.13 设 卫 和 了 是 Banach 空间 ， 7T:X_> 了 是 线性 算 
子 , 则 是 闭 算 子 当 且 仅 当 T 了 是 有 界 算 子 . 

此 推论 常常 被 用 来 证 明 线 性 算 子 的 有 界 性 . 

调演 察 例 2 中 的 微分 算 子 D: 纺 (D)>C50, 1]， 由 于 cf0, 1] 
是 Banach 空间 ,D 是 无 界 的 闲 算 子 ， 则 由 闭 图 象 定理 可 知 如 (D) 
只 能 是 CL6, 1] 的 稠密 的 真子 空间 , 而 不 是 闭 的 . 

本 节 的 几 个 定理 都 有 广泛 的 应 用 ， 下 面 ， 我 们 分 别 就 逆 算 子 
定理 与 闭 图 象 定理 的 应 用 各 举 一 例 ， 逆 算 子 定理 对 于 微分 方程 及 
线性 代数 方程 的 求解 问题 ， 讨 论 解 的 连续 依赖 性 等 方面 有 很 大 的 
实用 价值 ， 而 闭 图 象 定理 常常 可 以 用 来 验证 算 子 的 连续 性 ， 即 先 
证 明 某 一 线性 算 子 为 闲 算 予 ， 然 后 应 用 闲 图 象 定 理 则 可 判断 它 是 
连续 的 ， 四 

例 3 (线性 微分 方程 解 的 连续 依赖 性 ) 考虑 一 个 4 阶 非 齐 次 
线性 常 微分 方程 
°° 300 。 


"(6.8) an(t)z (人 E) 十 十 Go(t)Z(， “[a, DJ])， 

这 里 arnEC[a,5],zm(t) 表 示 z 的 大 阶 导 包 一 0 1 om. 设 8 

表示 方程 (6.8) 的 初始 条 件 

Sir(a) 一 和 (ca) 三 … 一 2 )(a) 一 0， 

(或 者 边 寞 条 件 

S:r(t)) 二 … 二 x(1,) 二 0, 这 里 4 二 t1 之 之 ft; 二 5b,) 

党 微分 方程 理论 中 的 Picard 定理 指出 若 对 每 一 个 yECLa,5j] 都 

存在 唯一 的 解 -EC"[a,5], 则 此 和 解 z(t) 是 连续 依赖 于 函数 y(2) 的 
现在 我 们 来 验证 这 一 结论 。0”*[a,5] 表 示 [a,5] 上 所 有 阶 连 

续 可 微 销 数 的 全 体 , 其 中 元 素 z 的 范 数 定义 为 


入 . 
jzla= jmax 1z4(t) |， 
k=0°0<{<L 


易 验 证 (CLa,2j, 上 1) 是 Banach 空 间 . 令 
对 = {zxE0"*[a,5j|z 满足 条 件 S}. 
易 见 也是 C*[a, 8] 的 用 子 空间 , 从 而 卫 也 是 完备 的 ，CLa,?3]( 按 范 
数 | 和 zj maxjz(t) 1) 是 Ranach 空间 . 
定义 算 子 了 :XX->C[a,5], 使 得 对 每 一 个 ?EY 
Tz 一 0 和 0 十。 十 CoX， 
则 卫 征 线性 的 ， 方程 (6， 8) 的 解 的 存在 及 唯一 的 假设 表明 全 十 双 
- 射 ， 对 每 一 个 xE 站, 容易 得 到 


zz (Pio Ils 


赦 了 是 有 界 的 ， 应 用 送 算 子 定 理 , 了 :CHLo, 65j-> 立 存在 且 连 续 , 因 
此 当 [a, 8」 上 的 连续 函数 多 世 有 一 微小 变化 时 ， 相 应 的 满足 志 
始 条 件 ( 或 边界 条 件 ) 8 的 解 zt 以 及 它 的 各 阶 导 函数 z(t),…， 
-X(t) 一 致 地 有 微小 的 变化 ， 在 实际 应 用 中 ,往往 仅 对 CLa, 2 的 
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某 些 特殊 的 图 数 ( 例 如 多 项 式 ) 可 以 求 出 解 . 那 末 对 于 YECLo 5]，. 
欲求 对 应 的 解 zE， 可 取 多 项 式 己 , 使 P,->%g， 若 YE 区 是 己 . 对 
应 的 解 , 则 由 上 面 的 结论 知 , x 一 7X. 
例 4 区 1 了 1 <co, (aij) 是 无 穷 矩阵 :日 满 足 条 件 
(1) 对 任 章 的; 行 , 均 有 
i (ll 
De 00 (5+ gy 1) 
(2) 对 任意 的 出 一 (ED 2， EL?, 以 
1 = Sai (i€EN) 
j=1 
为 坐标 的 元 素 Y= 二 (791, ma …)EIP。 
定义 算 子 了 使 得 
Tx=y (xEL?) 
那 末 7 了:1?->l?” 是 有 界线 性 算 子 . 
证 明 显然 卫 是 线性 的 。 要 证 下 是 连续 的 , 由 闭 图 象 定理 只 
要 证 明 7T 是 闭 算 子 ， 设 1zn} Cl?, 使 
Vn >%0y rn—>Y. 
Zn= (f° 62 9) Tr = (N,N (REN), xo= (E10 ， 
po “*),Y 二 (D1, 2 * …). 由 于 L? 中 扩 列 的 收 钱 可 推出 点 列 按 
坐标 收 俩 ， 因 此 由 Tz,~>y 可 得 
(6. 9 ) 7 一 7 (n>00, 1EN)., 
万 一 方面 , 当 令 Tz 一 (91 ,59 …) 财 ,对 每 一 个 iEN 由 H61- 
der 不 等 式 有 


| 7 Cn) 一 7 0) | 一 Sess tp’) 
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<(> al] FZ" - -sp ) 


-Slay) za 一 Zo| ->0 (n>c0), 


从 而 推出 

(6. 10) 17)->70 (n>00,iEN). 

由 极限 的 唯一 性 及 (6.9) 与 (6. 10), 则 得 7; 一 7 (iEN)， 即 y= 
xzo。 由 引 理 6.10 知 ,了 是 闲 算 子 ，[ 


习 题 
证明 ?| 理 6. 3. 


2， 设 和 和 了 是 . 赋 范 空间 ， T: 儿 (T) ->Y 是 闭 线 性 算 子 且 多 (T)CCX， 若 
了 "1 存在 , 则 了 T-! 也 是 闭 线性 算 子 . 

3， 设 了 和 了 是 赋 范 空间 , T: 了 > 了 是 闭 线 性 算 子 ， 车 4 是 耳 中 的 紧 子 
集 , 则 4 的 象 T(4) 是 了 中 的 闭 集 . 

4。 设 于 是 赋 范 空间 ,了 是 Banach 空间 ,7: 儿 (T)->Y 是 有 界线 性 算 子 

县 多 (7)CX， 若 下 是 闭 算 子 , 则 儿 (2 是 和 中 的 闭 集 . 

5， 设 了 和 了 是 赋 范 空间 ， TT; 下 ->Y 是 闭 线性 算 子 ， 证 明 允 的 零 空 问 
-WV (T) 是 入 中 的 闭 子 空间 . 


® 了 站 


i ee 


第 七 章 ” 内 积 空间 和 Hilbert 空 间 


内 积 空间 是 一 类 特殊 的 赋 范 线性 空间 ， 由 于 内 积 空 间 中 具有 
二 元 素 正 交 的 概念 ， 因 此 内 积 空间 与 赋 范 线性 空间 相 比 具有 更 多 
的 类 似 于 欧 氏 空间 的 特征 ， 在 欧 氏 空间 中 一 些 重要 的 几何 特征 可 
类 似 地 在 内 积 空间 和 Hilbert 空间 中 建立 起 来 ， 在 这 一 章 中 ， 还 
将 介绍 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 国 的 Riesz 表示 定理 , 伴随 算 
子 以 及 双 线 性 泛 函 中 的 Lax-Milgram 定理 .它们 在 内 积 空 间 和 
Hilbert 空间 的 理论 和 应 用 中 有 重要 的 作用 . 


$ 1 内 积 空间 和 H ilbert 空间 的 定义 


我 们 把 平面 上 , 即 二 维 欧 氏 空间 中 , 向 量 的 长 度 的 概念 以 及 向 
量 的 长 度 所 满足 的 基本 性 质 加 以 抽象 ， 使 之 成 为 一 般 线性 空间 中 
元 素 的 范 数 以 及 定义 范 数 所 必须 满足 的 范 数 公理 , 这 样 ,我 们 得 到 
了 赋 范 线性 空间 .于 是 二 维 欧 氏 空间 作为 赋 范 线性 空间 的 模型 , 表 
明 该 空间 中 向 量 的 范 数 就 是 向 量 的 长 度 . 然而 , 在 二 维 欧 氏 空间 中 
还 有 一 个 基本 概念 ， 即 二 向 量 的 夹 角 以 及 由 此 导出 的 二 向 量 的 正 
交 ,未 能 反映 在 赋 范 线性 空间 的 结构 中 ， 换 句 话说, 在 一 般 赋 范 线 
性 空间 中 可 能 没有 二 元 素 正 交 的 概念 . 因此 , 在 本 节 中 我 们 将 定义 
一 个 空间 , 使 得 在 该 空间 中 既 有 元 素 的 范 数 又 有 二 元 素 的 正 交 概 
念 . 可 以 设想 这 样 的 空间 将 具有 更 多 类 似 于 欧 氏 空间 的 几何 特征 . 
我 们 知道 , 在 二 维 欧 氏 空间 中 二 向 量 a 与 的 点 积 为 
4.0 一 | .12| cosG， 

这 里 lal 和 15| 分 别 表示 a 和 的 长 度 ,& 表 示 a 与 五 的 夹 角 ， 因 
此 , 任 一 向 量 a 的 长 度 都 可 用 点 积 表示 为 |a| =、/gG; 同时 二 向 量 
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"与 的 夹 角 & 可 由 下 并 确定 : 


COSQ =— 


Tal (aA0, 6A0), 


当 点 积 a.56==0 时 ,表明 a 与 5 正 交 ， 由 此 可 见 ， 定 义 了 点 积 的 欧 
氏 空 间 正 是 我 们 所 要 寻求 的 空间 的 模型 ， 那 末 下 面 的 任务 就 是 提 
取 哪 些 基 本 性 质 作 为 我 们 定义 这 一 类 空间 必须 满足 的 公理 ， 

定义 1.1 设 荆 是 数 域 民 (K 为 实数 域 或 复数 域 ) 上 的 线性 空 
间 ， 若 映射 (.，'): 瑟 X 刁 ~ 下 ,对 任意 的 z，8，2E 和 以 及 o 有 GE 
其 ,满足 如 下 内 积 公 理 ; 

(I 1) 对 第 一 变 元 线性 (az 十 By,，2z) 二 a(x，z) 十 B(y, 2); 

(I2) 共 罗 对 称 性 (x, 9) = (9, 2); 

(I3) 非 负 性 〈z, z) 之 0, 并且 

(x,2) 二 0 当 且 仅 当 z=0， 

则 (:,') 称 为 了 上 的 内 积 (inner product),( 革 ,(',*)) 称 为 内 积 空 
间 (inner product Space) ,通常 简 记 为 筷 ， 对 于 给 定 的 z,gE 工 ， 
(z, 幼 称 为 z 与 y 的 内 积 . 

当 数 域 时 为 复数 域 C 时 ， 内 积 空 间 蕊 称 为 复 内 积 空间 . (为 
使 我 们 的 讨论 具有 一 般 性 ， 在 没有 事先 声明 的 情况 下 ， 我 们 总 是 
假定 所 讨论 的 内 积 空 间 是 复 内 积 空间 . ) 当 数 域 攻 为 实数 域 从 时 ， 
内 积 空间 蕊 称 为 实 内 积 空间 。 这 时 ， 内 积 公理 (I2) 成 为 (x, 9 = 
《gy, 3) , 即 实 内 积 空间 中 内 积 的 对 称 性 ， 

由 定义 可 以 立即 得 到 下 面 的 性 质 ， 

《1) 内 积 对 于 第 二 变 元 具有 共 轿 线性 , 即 对 任意 z，y，z EX 
以 及 a,B EK 有 


(z,ay+ bz) =a(7x,y) +B(2, 2). 
《2) 当 X=0 或 y= 时 , (X,Y) 二 0. 
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引 理 1.2 设 王 是 内 积 空 间 , 则 对 任意 xz,y 全 《 
(1.1) | Cz,9) [SN x, £) ~ (YY9). 
(上 式 称 为 Schwarz 不 等 式 ，) 

证 明 ” 当 y=9 肝 ,不 等 式 (1. DD 显然 成 江 . 培 设 8 天 0 对 于 任 
意 的 数 cx 由 内 积 的 非 负 性 

0 委 (z 一 0 2 一 0g) = (r,t) 一 Q(2 y) —a(y, 2)+ ga 9) 

= (2, 7) 一 CC 2) 一 ZL 2) 一 区 (gj 9) 

为 使 上 式 中 方 括号 内 的 表达 式 为 零 ， 令 5- 2 则 上 面 的 不 等 
式 化 为 


0<c 四- 0 (zx D= (一 -全 人 


由 此 式 立 即 得 到 不 等 式 (1.1)。， 
定理 1.3 设 是 内 积 空间 .对 于 每 一 个 x 处 , 令 
(2) [zl=~ (zz) ， 
则 让 。 | 是 X 上 的 范 数 ( 称 为 由 内 积 竺 出 的 范 数 )， 在 此 范 数 下 成 为 
一 个 峰 范 空间 . 
证 明 要 三角 不 |+ < 硬朗 并 
由 于 : 
jz+ yl)?= (z+y, 2+y) = (2, D+ D+ DD 
= (7x, x) 4-2Re(z, y) + (y,¥), : 
式 中 Re(z, 幻 表 示 (z, 妇 的 实 部 ， 由 Schwarz DR ， 
«Relz,y) SIs,9) [Slztlyl. 
因此 ， 
lz yx:+ 2lzilyl + iyl = Cel + yd)®, 
开平 方 , 则 三 角 不 等 式 得 证 ， 其 它 范 数 公理 显然 满足 ， 故 上.1 确 是 
入 上 的 范 数 ， 咒 : 
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根据 (1. 2), 由 内 积 空间 ( 式 ,(:，)》 上 的 内 积 可 导出 藉 上 的 范 
数 |.| ,使 得 ( 互 ,外 有) 成 为 赋 范 线性 空间 .而 由 所 导出 的 这 个 范 数 
又 可 学 出 至 于 的 度量 

lz, 3) 一 |z 一 2 (z,y € X), 
使 得 (XX,d) 成 为 度量 空间 ， 这 个 度量 4 称 为 由 了 上 的 内 积 导 出 的 
度量 . “- 

定义 1.4 车 内 积 空间 了 在 内 积 导出 的 范 数 下 是 完备 的 赋 范 
空间 , 则 瑟 称 为 Hilbert 空间 (Hilbert space)。 简 言 之 , Hilbert 空 
刘 就 是 完备 的 内 积 空 间 ， 

在 内 积 空间 中 ， 我 们 把 点 列 的 收敛 看 作 是 在 内 积 导 出 的 范 数 
的 意义 下 的 收敛， 关于 内 积 的 连续 性 ， 我 们 可 以 从 下 面 的 引 悍 
得 到 . 

引 理 1.5 设 瑟 是 内 积 空 间 ,zognE 瑟 (EN ). 行 Zn->2 昌 yo 一 > 
3， (rn, ga) 一 (2Z，3)。 | 

”证 明 由 三 角 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 , 有 
(zn, gw 一 (728 | EI, yn) — ,Yn) | 二 + | (zx, 1,) — (x,Y) | 
= | (x;—2, 9;) | + | (zz 一 及， 
Io gal ll yl 
由 于 y->9, 则 {yal} 是 有 界 的 ， 又 由 条 件 ze->z 且 ys->y, 则 |z， 
一 zj>0 且 [|y; 一 >0， 因 此 : 
| (za Yn) — (X,Y) |—>0. 有 

由 定理 1. 3 知 , 每 一 个 内 积 空 间 ( 互 ,(.，)) 可 以 由 内 丙 导 出 范 
数 1 1, 使 得 (XX, 上 上) 成 为 一 个 赋 范 空间 . 反 过 来 , 是 否 每 一 个 赋 范 
空间 (X,11) 都 能 找到 一 个 了 上 的 内 积 , 使 得 由 此 内 积 导 出 的 范 数 
与 原来 空间 的 范 数 相同 ?回答 是 否定 的 ， 由 下 面 的 引 理 可 知 ,由 内 
积 导 出 的 范 数 必 须 满足 平行 四 边 形 公式 ， 

5| 理 1.6 设 X 是 内 积 空 间 , 上 .1 是 由 内 积 导出 的 范 数 , 则 对 于 
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Ee a 了 CA 地 全 届 : 昌 1 各 四 : 


任 首 z,y GE 六 四 
(13) jz+gy}l*+iz—yl*=2(zl :+ jyl?). 
《上 式 称 为 平行 四 边 形 公式 . ) 

证 明 ”可 由 直接 的 验证 得 到 (1. 3) 式 ， 了 


图 1.1 : 

从 图 1. 1 中 可 以 看 出 ,公式 (1. 3) 是 平面 几何 中 “平行 四 边 形 : 
中 四 条 边 长 的 平方 和 等 于 两 条 对 角 线 的 平方 和 ”这 一 平行 四 边 形 
公式 在 内 积 空间 中 的 推广 , 故 也 称 为 平行 四 边 形 公式 . 


由 51 理 1 6 得 知 ， 奉 冉 范 空间 互 上 的 范 数 不 满足 平行 四 边 形 


公式 , 则 也 上 不 存在 这 样 的 内 积 使 得 由 此 内 积 导 出 的 范 数 就 是 X 上 
的 范 数 ， 换 名 话 说 ， 不 满足 平行 四 边 形 公式 的 赋 范 空间 不 是 内 积 
空间 ( 见 下 面 的 例 4 和 例 5)， 可 以 证 明 : 若 赋 范 空间 和 上 的 范 数 
对 于 任意 +, 9E 和 都 满足 平行 四 边 形 公式 ， 则 可 以 在 了 上 定义 一 个 
内 积 使 得 和 的 范 数 是 由 此 内 积 导 出 的 范 数 . 

对 于 任何 一 个 内 积 空间 已, 它 的 内 积 可 以 用 由 内 积 导 出 的 范 数 
来 表示 , 即 对 任意 z,y E 了, 当 苹 是 实 内 积 空 间 时 ， 


(1. 4) Gz,9) = (z+o—hz yl’); : 
当 是 复 内 积 空间 时 ， 
(1.5) (2, 9)=7 (ztyl lz—y)tiletiyl i iy!’),. 


等 式 (1.4) 和 (1.5) 常 称 为 极 化 恒等式 (polarization identity)。 
读者 可 以 通过 直接 计算 来 验证 . 
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下 面 举 一 些 例 寺 . 

例 1 R* 和 C”， 对 于 任意 x= (561), 61)EC”, 二 (71'*'， 
ms)EC", 定义 
(1.6) (2,9)=EN1 E212 二 En 
则 不 难 验证 C* 按 (1.6) 定 义 的 内 积 成 为 内 积 空间 、 

对 于 任意 x= (61,…, En) ER",y 二 (和 1,…,11a)S 民 "定义 
(1.7) (2,Y) = én E2n2t nn 
则 同样 可 验证 R" 按 (1.7) 定 义 的 内 积 成 为 内 积 空间 . 

按 (1.6) 和 (1.7) 定 义 的 内 积 导 出 的 范 数 都 具有 如 下 形式 

ol =v t=08 6 

因此 , R"* 和 C? 都 是 Hilbert 空间 . 

例 2 1. 对 于 任意 了 YY= (6 EGG Y= (9,10) EEL, 
定义 


(1.8) (2,9) = 2&1 
则 如 接 (1.8) 定 义 的 内 积 成 为 内 积 空间 ， 由 内 积 导出 的 范 数 
} 
lzl=~v (, 5 a : 


因此 , /是 Hilbert 空间 ， 
例 3 LI[a,5]， 对 于 任意 5,yE LCa,5], 定 义 
9) =| ry a 


钨 知 乙 [5J 按 〈19) 定义 的 内 积 成 为 内 积 空间 ， 由 内 积 导 出 的 
范 数 : : 


(1. 10) lzl=({ lz C0 1a. 
因此 ,La,5j 是 Hilbert 空间 . 
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例 4 ITP(I 二 <co,p 尖 2)。 对 于 任意 xz 一 (5 JE 1?, 其 
范 数 为 
Iz1=( 3 1 


则 2? 不 能 成 为 内 积 空 间 . 

事实 上 ， 取 z0 一 (1, 1, 0， 0， …) bi 一 (1, 一 1 ， 0,0.…), RUxo, Yo 6? 
且 jzol =]yo] =27, 但 |z0 十 gol ==jzo 一 yo 二 2， 可 见 对 此 zo 和 多 
平行 四 边 形 公式 (1.3) 不 成 立 ， 这 说 明 12(1 委 ?<co,?p 天 2) 中 的 范 
数 不 能 由 内 积 导 出 . 因此 ;2(1 委 2<co，2 尖 2) 不 能 成 为 内 积 
给 旧 ]. 

例 5 CLa,b]。 对 于 任意 z E C[o, 83], 其 范 数 为 
(1.11) lzl =max|z(t)|, 
则 CLa, 5 不 能 成 为 内 积 空间 ， 

维 实 上 ， 对 于 EECLa， bj， 令 ro(t) 一 1， yo(i) = 4, 
CLa, 0 且 j zol 三 1 但 由 于 

ts—a 


ro(t) +y0(t)= 1 


ro(t)— yo(t)= 1—2 


—, 
我 们 得 到 zo 十 yo 二 2, 126 一 go 二 1( 见 图 1.2)， 可 见 , 对 此 zo 和 yo 
平行 四 边 形 公式 (1. 3) 不 成 并 ,因此 CLa, 0 按照 (1 11) 定 义 的 范 数 
不 能 成 为 内 积 空间 . 

然而 , 如 果 C[a, 3] 按照 (1.10) 定 义 的 范 数 , 那 末 它 可 以 成 为 内 
积 空 间 . 这 时 C[La,8J 中 二 元 素 x 与 9 的 内 积 由 (1.9) 给 出 ， 此 内 
积 空 间 不 是 Hilbert 空间 , 因为 CLa, 5] 按照 (1, 10) 定义 的 范 数 是 
不 完备 的 ， 
。370 。 


1.2 


由 了 于 赋 范 线性 空间 是 由 线性 运算 和 范 数 决定 的 ， 我 们 可 以 把 
两 个 等 距 同 构 的 赋 范 线性 空间 看 作 是 同一 的 ， 即 把 它们 药 线 性 运 
算 和 范 数 看 作 是 同一 的 . 而 内 积 空间 又 是 由 线性 运算 和 内 积 决定 
的 , 自然 内 积 空 间 的 同 构 应 有 如 下 的 定义 ， 

定义 1.7 设 碟 和 了 了 是 内 积 空间 ,2: X->Y 是 双 射 .车 对 于 任 
意 x,y EX 以 及 任意 的 数 w, 8, 满足 

(1) 了 是 线性 算 子 , 即 了 (wz 十 Bg) =aTz 十 BTy， 

(2) 也 保持 内 积 , 即 (Zz, 7T9) = (z,9)， 
则 你 称 为 筷 到 工 上 的 同 构 映射 (isomorphism). 

车 存在 一 个 从 内 积 空 间 民 到 内 积 空间 了 上 的 同 构 映 射 ， 则 内 
积 空 间 芋 和 了 称 为 是 同 构 的 (isomorphic). 

按 此 定义 ,在 同 构 的 意义 下 ,我 们 可 以 把 两 个 同 构 的 内 积 空间 
看 作 是 同一 的 . 容易 看 出 : 若 映 射 T; > 了 保持 内 积 ， 则 也 保持 
(由 内 积 导 出 的 ) 范 数 ， 因 此 两 个 同 构 的 内 积 空间 ， 在 它们 的 内 积 
导出 的 范 数 下 ,作为 赋 范 线性 空间 是 等 距 同 构 的 . 

e 了。 


设 六 是 肉 积 空 间 ， 了 是 尺 的 线性 子 空间 按照 生 中 的 内 积 在 
了 x 了 上 的 限制 可 定义 了 中 的 内 积 ,于 是 了 也 是 一 个 内 积 空 间 ， 我 
们 称 了 为 内 积 空 闻 X 的 子 空间 . 例如 由 例 3 知 ,LLa, 5bJ 是 Hilbert 
罕 间 ,而 CLa, 5 是 L?La, 5 的 线性 子 空间 ,因此 按照 LLa, 858] 中 的 
内 积 CLa,8J 是 LLa. 5 的 了 千 空 间 ， 


习 题 
1， 验证 极 化 恒等式 (1. 5)， 
2， 对 于 和 任意 7 二 (61 62):) EV2,Y 二 (71 729") E22 害 义 


(2,9) = DSi 
和 一 了 


验证 按 此 定义 的 (.，-) 是 1 上 的 内 积 , 从 而 上 成 为 内 积 空间 ， 
3. 设 {z,} 是 内 积 空间 居中 的 后 列 ， wt 证 明 ; 若 (zs +)—> (zx,7) HIIx,l 


> Hz|] ; 则 ,> 


4， 设 了 是 Hilbert 空间 下 的 子 空间 ， 则 了 是 完备 的 当 且 仅 当 了 是 文中 
的 闭 集 . 


8 2 正 交 性 
我 们 熟知 的 及 : 空间 按照 上 节 例 1 中 定义 的 内 积 是 一 个 内 积 
空间 , 并 且 R? 中 任意 二 向 量 z 和 # 的 内 积 还 可 以 表示 为 
(2,9)= |z|: |y|. cosa, 
这 里 |z|=Jz1,19|=Jy1,a 为 2 与 5 的 夹 角 ， 着 (zx,9)=0 有 x 闫 
0,y 关 9 了 时 ， 则 2 与 y 的 夹 角 a= 记 ， 即 z 与 y 正 交 .将 此 概念 推 
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广 到 一 般 的 内 积 空 间 中 ， 就 可 以 将 欧 氏 空间 中 一 些 重要 的 几何 特 
征 类 似 地 在 内 积 空间 和 Hilbert 空间 中 建立 起 来 

定义 2.1 设 半 是 内 积 空间 ,x,y SS 立 ， 寿 (z,9) 二 0, 则 称 z 
与 是 正 交 的 或 直 交 的 (orthogonal)， 记 为 z 上 9. 

设 4,BCX. 若 对 于 每 一 个 xE4 和 每 一 个 ye2B 作 有 XLy, 则 称 4 
与 B 是 正 交 的 或 直 交 的, 记 为 41] BB， 特别 地 , {zx} 上 B 记 为 x LB. 

设 4CX。 仿 

At= {xEX |x | A}, 

我 们 称 4+ 为 4 的 正 交 补 或 直 交 补 (orthogonal complement). 

由 定义 ,显然 零 元 素 8 与 也 中 任意 元 索 正 交 .我 们 还 可 以 得 
到 如 下 和 性质. 

引 理 2.2 设 是 内 积 空 间 , x?,YE€ 半 ,4CX, 则 下 面 的 结论 
成 立 . 
(1) 车 zz 上 》 则 jz 十 gz 全 三 1z 放 十 【经 勾 股 定理 ). 
《2) 4N 4C{t 人 ; 若 4 是 王 的 子 空间 , 则 4 人 4 = {0}. 
《3) 4 是 于 的 财 子 空间 ， 
(4) 熙 4 在 天 中 稠密 , 则 4-=10}. 
证 明 (1) 由 于 (z,9g=0, 可 得 (gz) 一 (z,g) 一 0 则 
ztyl:= (ety, z+) = ,2) + 2, 9) + (Cy, 2) + (yy) 

=|]zl + lyl, / z 

(2) 若 zEc41 4- ， 则 xz， 于 是 (z,z)=0, 故 z=0， 因 此 ， 
4n4Ct0,， 若 4 是 总 的 子 空间 , 则 9EA4， 同 时 又 有 09E4!, 故 
ANAt=1{0}, z / 

(3) 先 证 41 是 节 的 子 空间 。 对 于 任意 x,yEAh1 以 及 任意 的 数 
a, 有 ,因为 对 每 一 个 ae4 都 有 

(azr -+- py.a)=%(r,a)+ PB(Yy, a)=0, 
所 以 az 十 By | 4, 即 az-FByE4L. 
e 了 了 73 。 
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现在 证 明 4: 是 的 闭 集 ， 为 此 只 要 证 明 AiC A+， 对 于 任意 
rE 4A+, 则 存在 zxvE4:(zEIN)， 使 得 x,->z. 由 于 内 积 的 连续 性 ( 引 
理 1.5), 则 对 于 每 一 个 aE4 有 

(2,4) = (limzn, 9) =lim (x, 4) =0, 

于 是 z | 4, 即 xzE4+. 

(4) 对 于 任意 xzE4L, 要 证 明 x=9.， 由 于 zxEA+CX= 有 A, 则 存 
在 x,EA(nEN), 使 得 xz,->x. 由 内 积 的 连续 性 , 我 们 得 到 

(x,%) = (limz,, 和 ) =lim (xns 2)=0, 

故 X= 二 0. lB 

在 度量 空间 也 中 ， 设 ?EX，O 尖 了 CX，z 与 用 的 距离 6= 
4(7z, 肛 ) 定 义 为 

jt 
若是 赋 范 空间 , 则 上 式 变 为 
6=inf |z—gyl. 
在 理论 和 实际 应 用 中 ， 尤 其 关心 如 下 问题 的 解答 : 是 否 存在 yoE 
MM , 使 得 
0 一 jz 一 oj; 

这 样 的 go, 如 果 存 在 ,是 否 唯 一 ?如 果 不 对 慌 加 上 一 些 附 加 条 件 , 即 
使 在 二 维 欧 氏 空间 及 : 中 ， 对 这 个 问题 的 回答 也 是 不 肯定 的 ， 如 
2.1 所 示 , 如果 MCR? 在 图 2.1(a) 和 (b) 中 为 开 线 段 ， 在 (c) 中 
为 开 圆 弧 段 ,容易 看 到 上 面 的 问题 中 的 yo, 在 (a) 中 不 存在 ; 在 (b) 
中 存在 且 唯 一 ; 在 (c) 中 存在 无 穷 多 个 但 是 , 当 M 是 内 积 空间 中 . 
完备 的 山 集 时 , 上面 关于 yo 的 存在 唯一 问题 有 肯定 的 回答 ， 这 就 
是 称 之 为 “ 变 分 引 理 ? 或 “ 极 小 化 向 量 定理 ”的 一 个 重要 定理 . 为 此 ， 
我 们 先 回顾 凸 集 的 概念 ( 见 第 六 章 定义 1.6)， 
。314。 
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设 了 是 线性 空间 , 必 CX， 若 对 于 任意 xz, ySEM ,联结 x 和 y 的 

线段 
{oz (1—a)y|0<a<1)} 

包含 在 政 中 , 则 政 称 为 和 中 的 凸 集 ， 由 定义 ,显然 线性 空间 的 每 一 
个 线性 子 空间 是 凸 集 , 赋 范 空间 中 的 每 一 个 开 球 也 是 凸 集 , 

定理 2.3 ( 变 分 引 理 ) 设 了 是 内 积 空间 ,用 是 中 非 空 的 凸 
集 ， 并 且 必 按 甩 中 (由 内 积 导出 ) 的 度量 是 完备 的 ， 则 对 于 每 一 个 
ZE 友和 在 唯一 的 yoEM ,使 得 

jz 一 yo =a(z, M). 

证 明 存在 性 . 令 6=d(z， 以 )=inflz 一 yl。 由 下 确 界 的 定 
义 , 在 性 中 存在 点 列 {y,}, 使 得 
(2. 1) |z—y,l—>6(n—>00). 
我 们 证 明 {y,} 是 Cauchy 序列 。 由 平行 四 边 形 公式 
(2.2) ly.—ynl =2)y,—zl +21yn—zl — y+ ym—27|°. 


由 于 用 是 西 的 ， 则 各 mEM ,并 目 


| yt yn —20*=4 | ms > 


代入 (2.2) 式 , 当 和 ,2->co 时 ,得 到 
和 7 一 2 入 2 人 9 一 2 全 十 ym — 2 |*) —40*—>0. 
。 3 。 
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因此 19;)} 是 Cauchy 序列 ， 由 于 太 是 完备 的 , 可 设 Ys>yoSM。. 于 
是 由 (2, 1) 得 到 
lz—yol=lz—limgy,l =limlz—y,l =0. 
了 瞧 一 性 若 又 存在 YEUM, 使 得 lz 一 上 =6， 则 序列 {yo，Yi， 
YoYi， 小 也 是 一 个 满足 (2. 1) 的 序列 , 用 上 面 同样 的 方法 可 证 明 它 
是 Cauchy 序列 ,应 用 及 的 完备 性 必然 有 Yo 二 y1。 日 


由 于 内 积 空间 的 线性 于 空 
间 是 到 中 的 凸 集 ， 所 以 此 定理 有 
如 下 推论 . 

推论 2.4 设 环 是 内 积 空间 ， 
M 是 下 的 完备 子 空间 ， 则 对 于 每 人 
一 个 zcS 扣 存在 唯一 的 yoSM ,使 得 图 2.2 

jz 一 go =ad(x, M). 

定理 2.3( 变 分 引 理 ) 是 内 积 空 间 的 一 个 基本 定理 , 它 在 微分 方 
程 ,现代 控制 论 和 逼近 理论 等 方面 有 着 重要 的 应 用 .下 面 ,我 们 将 寻 
求 定理 中 的 yo 与 % 的 关系 ,由 此 得 到 投影 和 正 交 分 解 的 概念 以 及 
有 关 的 定理 。 为 了 得 到 一 个 直观 的 认识 , 设 了 =R:，M 是 Rs: 中 包 
含 零 元 素 9 的 平面 (因而 是 及 的 完备 子 空间 ). 在 图 2.2 中 可 以 
看 到 ， 定 理 2.3 (或 推论 2.4) 中 的 go 正 是 向 最 z 在 平面 用 上 的 投 
影 ,因为 这 时 间 量 x 一 yo( 记 Zo 二 2 一 90) 的 长 Iz 一 yo 是 诸 同 量 x 一 
y(yEM) 的 长 jz 一 站 中 的 最 小 者 ， 所 以 Iz 一 yo 二 dlzx, M). 并 且 
从 几何 上 的 投影 关系 可知 x 一 yoLM. 这 一 性 质 在 一 般 的 内 积 空 
间 中 也 成 立 ， 这 就 是 下 面 的 引 理 2.5. 这 样 ,Rs 中 的 每 一 个 向 量 
2 可 以 表示 为 一 个 唯一 的 形式 +z 二 yo 十 zo 称 为 x 的 正 交 分 解 ， 其 
中 yoE 寻 是 x 的 投影 ， 70 一 sz 一 yoEM1+， 这些 概念 都 可 以 推广 到 内 
积 空 间 和 Hilbert 空间 中 去 ， 并 且 类 似 的 结论 可 以 在 内 积 空 间 和 
Hilbert 空间 中 建立 起 来 . 

5| 理 2.5 设 下 是 内 积 空间 , 双 是 下 的 线性 子 空间 ,zE 和 是 一 
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给 定点 。 若 存在 yo€ 红 使 得 Iz 一 yo 二 a(x, MM), 则 x 一 yo 并 . 
证 明 令 xz,= 二 x 一 yp， 任 取 zEM ,zs 关 9, 则 对 任何 数 ag， 有 yo 
十 @zEMRY. 因 此 
(d(xz, M)) Ez (yoitaz)| = (70—0z, to— 2) 
一 xzo 旺 一 和 (zo 2) 一 4(220) 十 az 
由 条 件 jzol=d(z ,好 )， 上 式 化 为 
xzoy2) 十 af (zzo) 一 2 0 


为 使 方 括号 内 的 项 为 等 , 令 
二 (2 TX0) 
lz 
于 是 我 们 得 到 


z 2 
9 (4,, 2) 一 J (xo 2 (vo, 2)| 0. 
1 | | oi 


因此 上 式 必然 竺 于 零 ,从 而 (x0,z)=0. 克 xz 一 gLM 0 

定义 2.6 设 X 是 线性 空间 ,Y 和 2 是 也 的 线性 子 空间 . 和 对 于 
每 一 个 xEX, 存在 唯一 的 YEY 和 zE2Z, 使 得 z=y 十 z, 则 称 < 苹 是 Y 
和 儿 的 直接 和 (direct sum), 记 为 全 = 了 YZ. | 

容易 看 出 ,了 = 了 DZ 等 价 于 如 下 的 条 件 (1) 与 (2) 同 时 成 立 : 
(1 对 于 每 一 个 zxE 和 ,存在 YE7 和 ze2, 使 得 z==y 十 z; (2)Y 人 2 
二 {90}. 这 时 ,了 中 的 每 一 个 非 零 元 素 与 Z 中 的 每 一 个 非 零 元 素 是 
线性 无 关 的 .在 内 积 空 间 中 ， 我 们 更 多 地 考虑 当 了 与 Z 正 交 时 的 
情况 . 

定义 2.7 设 X 是 内 积 空间 ,MM 是 的 线性 子 空间 ,XE 广 ， 若 
存在 ysEM 和 xzoEM- 使 得 
(2. 3) T= Yo 1- Xo, 
则 称 yo 是 z 在 以上 的 ( 正 交 ) 投 影 (projection)，(2., 3) 式 称 为 
的 正 交 分 解 (orthogonal decomposition)，, 

由 此 定义 可 知 , 若 go 是 7 在 以上 的 投影 , 则 xz0= 二 x 一 yoEM1. 
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必须 注意 , 当 邓 是 内 积 空间 时 ,并 不 能 保证 每 一 个 站 中 元 素 x 的 投 
影 存 在 . 《下 面 ， 我 们 在 定理 2.9 和 推论 2. 10 中 给 出 了 使 每 一 个 
饼 中 元 素 的 投影 存在 的 充分 条 件 . ) 但 是 可 以 断言 ,车 x+ 在 用 上 的 
投影 yo 存在 , 则 此 投影 必定 是 唯一 的 . 

5| 理 2.8 设 和 是 内 积 空 间 ，M 是 站 的 线性 子 空间 .对 王 
ZX 在 2 在 型 上 的 投影 yo 存在 , 则 yoEM 是 唯一 的 , 且 

xz 一 纠 | 一 &Cz, M). 

证 明 假 者 和 20 都 是 zx 在 开 上 的 投影 ， 由 定义 2.7 知 ， 
goc 玉 ,EN Hr—y EMT, rs—IEM 从 而 加 一 ASEM 且 (z 一 20) 
一 人 7 一 go) 二 Yo 一 yoEM-， 则 由 31 理 2. 202) 得 go 一 名 =0， 即 加 = 
go。 玉 是 投影 的 唯一 性 得 证 ， 

由 于 gE 及 ,x 一 yo| MM, 对 任意 YEM， 

2 一 gg 一 (2 一 加 ) (yo —Y), 
向 yo 一 y 人 人 Y, 因此 LZ— Yo Yo—Y. 由 人 勾 股 定理 (3| 理 .2. 2(1))， 
Jz—gyl =|z—yol + ly —yl ?>|z— yol?. 
所 I d(x, M) =inflz--y| Slz—yol. 由 于 名 EM， 又 有 (x, MM) 


魏 |z 一 |， 故 jz 一 go =d(x, M). 

5| 理 2.8 表明 ,用 YH 中 的 点 来 逼近 下 中 的 点 z 时 ,者 z 在 允 
上 的 投影 yo 存在 ， 则 当 MH 中 的 点 等 于 加 时 逼近 程度 最 佳 ， 下 面 
的 定理 指出 ,在 什么 条 件 下 ,对 于 每 一 个 x<E，z 在 M 上 的 投影 
存在 ， 

定理 2.9 设 了 是 内 积 空间 ，MH 是 了 的 完备 的 线性 子 空间 ， 
则 对 于 每 一 个 zxSX,z 在 上 的 投影 唯一 地 存在 , 即 存在 yoEM， 
-0oG1- ,使 得 

t= Yo Xo, 

:而且 由 51 理 2. 8, 这 种 分 解 是 唯一 的 且 1z 一 yl = zo = (x, YM)， 

证 明 由 推论 2.4 知 ， 对 于 每 一 个 zEX 存在 唯一 的 jEM， 
8 


使 得 |z 一 四 =d(z，M)， 再 用 引 理 2.5 可 得 2 一 LM， 令 26 二 
tr—Yyo, RI roEM: H r=Yot Xo. 0 
推论 2.10 设 刀 是 Hilbert 空间 , Mr 是 豆 的 闲 子 空间 , 则 
H= MDBM-. 

推论 2.11 设 了 是 Hilbert 空间 ，M 是 囊 的 分 子 空间 ， 财 
M = M++， 特别 地 , 若 M+={0}, 则 收 = 太 ， 

证 明 ” 当 尼 为 吾 中 任 -- 集 时 ,对 任意 的 xEM 显然 有 xzEM… 
因此 有 世人 一. 

为 证 明 相 反 的 包含 关系 , 任 取 xEM++. 由 假设 到 是 五 的 困 闻 
空间 , 应 用 推论 2. 10， 我 们 得 到 z= 加 十 zo， 这 里 goEM ,xzo 一 2 一 
yoEM1. 注意 到 EMCM!+ 以 及 所 取 的 xEM"-， 我 们 又 得 到 
x0 二 2z 一 YoEM+t+， 因此， 由 引 理 2. 2(2) 必 有 zo 一 Z 一 加 二 从 而 
7 二 yoEM. 这 就 证 明了 MWLC1 .所 以 玖 =W 昌 

由 引 理 2. 2(3) 可 知 ， 推 论 2. 11 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ， 就 是 
说 ; 对 于 Hilbert 空间 有 中 的 集 1 , 车 1=W:， 则 到 是 妃 的 所 
子 空 间 . 

在 本 节 的 末尾 ,我 们 举例 说 明定 理 2.9 在 有 逼近 理论 中 的 应 用 ， 

设 民 是 赋 范 空间 ，M 是 斑 的 子 空 间 . 对 于 zcE 和 ， 若 在 在 
yocMf ,使 得 


lz 一 gl= zz, M) (=inflz 一 外 )， 


则 zy 称 为 z 在 中 的 最 佳 和 逼近 (best approximation)。 当 XX 是 
内 积 空间 时 , 由 定理 2. 9 知 , 车 MM 是 对 的 完备 子 空间 , 则 对 于 每 一 
个 zEX 存在 唯一 的 zx 在 下 中 的 最 佳 台 近 j， 实 际 上 ，go 就 是 x 
在 形 中 的 投影 . 
举 两 个 实际 问题 的 例子 、 
例 1 设 有 ?二 1 个 变量 zozt ze ze， 在 人 次 观察 中 每 次 
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-2 胃 贱 间 第 二 和 于 志恒 和 on 


得 到 的 观察 值 是 (zj ,zf 人 zt (一 1，…，0)， 现 在 的 问题 
征 : 求 一 组 煞 QC, ,ny 使 得 用 Cig ,Tn 的 线性 组 合 QZ 十 … 
"0 来 近似 表达 v0 时 ， 如 下 的 平方 和 误差 达到 最 小 ， 到 


党 nn \2 机 nn 2 
ee 一 inf -| i 
j=1 t=1 han j=1\ t=1 
例 2 设 区 间 [e, 执 上 的 函数 go yo …gn 定义 为 
y(t)=#1 tElLa, 0 (7=0, 1,.., 1). 
对 于 给 定 的 jfEL?[a,2j， 现 在 的 问题 是 : 求 1 在 span{yo,91,*…， 
yn} 中 的 最 佳吉 这 #0 DY, 即 求 一 组 数 os Wi1s "On 使 
| Bay, = nf -B20 | 
《这 里 的 范 数 是 ZL:[a,5j 空 间 的 范 数 ), 也 束 是 
8 和 2 于 
( f 10)— > oat! | 
0 了 一 站 
和 
= inf ， 有 0 Pat 二 


或 者 说 ， fn | = | 全 之 ,ou =d(f, M). 


一 般 来 讲 , 上 面 的 两 个 例子 提出 了 这 样 一 类 最 佳 有 逼近 问题 . 设 
X 是 内 积 空间 , W 是 互 的 有 限 维 子 空间 (dimM=a), 因 而 2 是 完 
备 的 . 设 {91,…,Ys} 是 HY 的 一 个 基 . 对 于 给 定 的 xEX， 由 定理 
2. 9, 存 在 唯一 的 yoE 以 ,使 得 
X= Yo Xo, 
这 里 z0=z 一 JoEM+, 并 且 lzol =1z 一 gol=4(z, MD) 因此 yo 就 是 
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7 在 关中 的 最 佳 韦 近 .下面 ,我 们 讨论 妈 何 求 出 来. 
设 加 在 基 {tgi 9 下 的 表示 式 为 
Yo = Yt 92 十 和 十 Ca Yn 
于 是 ,我 们 的 任务 是 如 何 求 出 这 一 组 数 ai ,ci 使 得 . 
jz 一 9 =a (x, M). 
由 于 x 一 加 -MM, 因 此 对 每 一 个 j==1,…,%， 


(yy, 2 一 go) 三 -(» 1 Sa oj 


EE=1 

由 此 我 们 得 到 一 个 线性 方程 组 
(¥1, 2)— oi x (yi, y) 一 … 一 8 (yy,) = 0 
(#2, 2)— oY (ge 8) a (yen) = 0 
(Yn 7)—a') (Yn, y1) — 0) (fn, Yn) =0 


由 于 如 存在 且 唯 一 , 从 而 线性 方程 组 的 解 %49，a29，,…, as 存在 
且 唯 一 , 因此 线性 方程 组 的 Gram 行列 式 
(pg) (22) 1 (Ys Yn) 
Gly y,) = Yo (ges Y2) … (Ya, Ys) 0， 
(ga 91) (gn 2) … (Ys Yn) 
并 且 
ap- Cr 
(Cg 
其 中 ,0， 是 行列 式 CQC(y gr) 中 第 了 列 元 素 换 为 如 下 一 列 元 素 ， 
(gz7)， (gs 7) (YnsXY) ,而 得 到 的 行列 式 ， 和 4 分 别 是 G 和 和 
G; 的 复 共 罗 . 
可 以 证 明 : zx 与 它 的 最 佳 副 近 % 的 肛 离 1 一 各 | 能 名 表示 为 


2 _ G(x, yi,*"** ", Yn) 
GY Yn) 


(y= 了 1) 


lz 一 yol* = 
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这 里 
(zy 2) (x59) … 《zy Ys) 
(yi, 2) (F151) Yi, Ys) 


过 中 让 由 遇 电 


G(x, 2 1， "gy yn) 


(gp 27) (Yn Y1) " (Yn Yn) 
其 体 的 推 证 过 程 可 参见 文献 [10j. 


习 题 

1。 设 导入 是 内 积 空间 茸 的 子 集 ， 证 明 : 

(1) 车 和 MCN, 则 NiCM+; 

(2) 若 xLNMH, 则 zx NM; 

(3) M+= (span M)+. 

2。 设 人 是 Hilbert 空间 五 的 子 空间 ， 证 明 有 = (M+)+, M+= (及 )+. 

3， 设 蔷 是 内 积 空间 ，%，2& 蕴 。 若 对 一 切 zx€ 苹 和 丝 有 (xD 二 (7,2)， 则 
二 9 

4.， 设 茸 是 实 内 积 空 间 ， 若 ||lz 十 下 ?= 上 z 训 十 站 q?, 则 zy。， 当 革 是 复 内 
积 空间 时 , 这 个 结论 是 否 仍 然 成 立 ? 

5， 设 站 是 内 积 空间 ，4，BCX. 记 Lspan(4UB). 证 明 天 一 4 站 
B+ / \ 
6。 设 了 革 是 内 积 空 间 ,x, YX， 证 明 zy 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 一 切 数 
a 丝 有 lz 十 ayji==|z 一 a 

7， 设 了 是 内 积 空 间 ,z，y€ 耻 .证明 zy 的 充分 必要 条 件 是 ,对 一 切 数 
和 皆 有 jz 十 a 下 之 ||zj|. 

8， 设 所 是 复 内 积 空间 ,7: X-> 台 是 有 界线 性 算 子 ， 若 对 每 一 个 zx 区 皆 
有 (2z,z) 一 0， 则 他 一 0， 试 举例 说 明 这 个 结论 在 实 内 积 空 间 中 不 成 立 . 


$ 3 内 积 空间 的 正 交 系 


我 们 把 欧 氏 空间 , 例如 RR’, 看 作为 内 积 空间 (以 及 Hilbert 空 
条) 的 模型 .在 民 * 中 有 这 样 的 基 ， 例 如 取 el=(1,0,0), e:= (0， 
~- 22 + 


1, 0), es 一 (0, 0,1), 它 的 基 元 是 相互 正 交 的 . 因此 每 一 个 zER 有 
唯一 的 表示 式 Xx 一 Qiei 十 Q28; 十 G3e8， 数 组 (@1，&%， xs) 称 为 2 的 坐 
标 。 利 用 基 元 的 相互 正 交 性 ， 我 们 可 以 用 内 积 的 形式 表示 2 的 坐 
标 , 即 


(2,0) =( Paes “|- Dmi(es,es) = (3=1,2, 3). 
因此 t= F(x, es)er. 利用 基 元 的 相互 正 交 性 ,还 可 以 得 到 


zl? = >,| (2, es) |’. 


在 本 节 中 ， 我 们 将 把 发 中 关于 基 和 坐标 的 概念 及 其 性 质 推 广 到 
内 积 空间 和 Hilbert 空间 中 去 . 

定义 3.1 设 了 是 内 积 空 间 , 集 有 CX 并 且 OM. 春玉 中 
的 元 素 是 两 两 正 交 的 ， 则 履 称 为 外 中 的 一 个 正 交 系 (orthogona” 
system). 若 以 是 了 的 正 交 系 并 且 以 中 每 一 个 元 素 的 范 数 都 是 
1, 即 对 任何 z, YE MM 都 有 | 
0 若 zy 
1 若 ?= 
则 M 称 为 了 节 中 的 一 个 规范 正 交 系 (orthonormal system). 

当 正 交 系 (或 规范 正 交 系 )MM 是 可 数 集 时 ，M 称 为 正 交 序列 
(或 规范 正 交 序列 ) (orthogonal sequence {or orthonormal 
sequence)), 

关于 内 积 空 间 甩 中 的 正 交 系 和 规范 正 交 系 ， 有 下 面 一 些 简单 
性 质 . | 

1， 车 集 {71,z2，…, zj 是 正 交 的 , 则 

Hy 二 zz 二 十 zn 二 上 上 十 上 zz 上 十 … 十 上 二 


加 )=} 


了 2 了 


i 下 嘲 笠 尾 习 委 和 地 恒生 - ， 


事实 上 ,由 于 (zs xj) 一 04z 到 7)， 则 
> | -Pa > 


i=1] j=1 


1 Li 


= > (zx;, zi 一 之 zi 


2， 任 何 规范 正 交 系 MM 都 是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 , 取 下 中 任 
意 有 限 子 集 {ei， C2, “9 eaj ,和 蔡 aiel 十 Gaez 十 …… 十 Qnen 二 6, 则 对 每 一 
个 J 二 1,2,，… ,7 都 有 

o-( Sg,e,, “)- Sasle,, e;) 一 Ci(eyye7y) =0y. 


.1=1 


这 表明 {e,， C2 … en 是 线性 无 关 的 ， 故 以 是 线性 无 关 的 ， 
2. 车 {ei， C2, ”5 en} 是 规范 正 交 系 ， 则 每 一 个 ZESspanjei， 
82，…s es} 都 可 以 唯一 地 表示 为 : 


2 一 D(z, er)er. 
事实 上 ， 由 于 {ei， €2, "°° ew} 是 线性 无 关 的 ， 于 是 每 一 个 tCspan 


各 
{e1, es 机 er 上 可 表示 为 一 Sores. 故 对 每 一 个 7 一 1 2， *"*y, n, 
tt 二 i 


用 
(zx, e7) -Dae oa 人 es ej;) = Qy. 
t=1 


4。 对 于 任何 线性 无 关 的 序列 {z:}， 可 以 应 用 如 下 Gram- 
Schmidt 规范 正 交 化 方法 得 到 一 个 规范 正 交 序列 {es}， 使 得 对 每 
一 个 neEN 皆 有 

span{ei,e2,°"*, 81} —=Span{s, Te Tn}. 
出 此 又 可 得 到 
《3. 1) span {e;}iew 一 span{2zi}， SEN。 
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具体 作法 如 下 : 令 


| 


1 二 一 


jz: ‖ 
2a 可 以 表示 为 za 一 (zz ei)ei 十 09， 这 里 如 = 三 zz? 一 (zayel)el， 由 于 
-这 19 V2 线性 无 关 , 则 2, 冯 0， 并 且 容 锡 看 出 (2>， el) 一 0, 妈 v1 el. 令 


V2 
© 一 一。 
[v2 | 


同样 ， 记 ws 二 zo 一 (zs, el)ei 一 (zs，ez)er， 则 2 天 0 并且 el， 
vs.| es， 令 


0) 
B 一 一” 
es 
依 此 方法 继续 下 去 , 即 可 得 到 一 个 规范 正 交 序列 {es}: 
一 Xi; 一 3 1 ©€1) €j :一 一 
人 风 之 wis EC e [7 


易 见 对 每 一 个 EN,span{feyer ye 一 Span{tziyzo xz， 由 
此 可 推 得 (3. 1) 式 成 立 ,其 验证 工作 留 给 读者 完成 . 

例 1 及 * 中, {e/，es,…,e»} 是 民 " 的 一 个 规范 正 交 系 ， 其 中 
.e; 的 坐标 除 第 i 个 坐标 为 1 外 其 余 全 为 零 (i 二 1,2,…, 7). 

例 2 广 中 ,{ebez es) 是 天 的 一 个 规范 正 交 系 , 其 中 
en 的 坐标 除 第 个 坐标 为 1 外 其 余 全 为 孝 (CE J). 

例 3 实 L[L0,2zj 中 ,车 定 义 二 元 素 f,9 的 内 积 为 


(人力 = 二 | fg a, 
则 三 [0, 2z] 为 实 内 积 空间 念 
mw= 二 万 ， un(#)= cosnt (GE 人)， 


v(t) = sinnt (nEN), 
锌 字 二 {wo， Ws 22 23 9D19 02 V39 是 L*[0, 27 jj] 的 一 个 规范 正 
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交 系 ， 每 一 个 zxELT0, 2x] 可 以 展开 为 Fourier 级 数 


下 十 > (ascosnt + b,sinnt), 


==1 


"2 
qo = 一 | (1)adat= (7x,1), 
TI0 
1 2 
qn = 二 | Xt) cosntidt= (x,u,), 
0 


D， -二 | “x() sinntdt = (x, 9.) (nnEN). 
TJ0 


qo 4ns 0n(nEN) 称 为 x 关于 家 的 Fourier 系数 

在 内 积 空间 中 , 同样 可 以 定义 某 一 元 素 的 Fourier 系数 ， 

定义 3.2 设 了 ={e;} 是 内 积 空 间 革 的 规范 正 交 系 .， 对 于 
ZEX， 我 们 称 内 积 (z，ei) 为 关于 五 的 Fourier 系数 (Fourier 
coefficient). 

利用 Fourier 系数 ,可 以 给 出 投影 的 解析 表示 式 . 

定理 3.3 设 {e;} 是 内 积 空间 的 规范 正 交 系 , M = 二 spanlei， 
e2… en 上 yyECX， 则 


(1) zo 一 2 ei)e; 是 z 在 4 工 的 投影 ; 


(2) lzof? 一 人 >， (zy et) | 
(3) lz—zol*= lx! —}zol?. 
证 明 (1) 显然 x0== > (x, ei)e;EM,， 而 且 对 每 一 个 一 1 


25 有 
《Z 一 20，eE1) 一 《2， ej) 一 (zo, ej) 一 (0. 
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这 表明 wo 与 {el， C2 “9 es 正 净 ， 因此 XY— XoEM+. 由 定义 
2.7,xo 是 Zz 在 以 上 的 投影 . 
《2) 由 勾 股 定理 


多 -得 
jzo| 三 > ,|(z， ei;)eil*= 之 ， | (ze;) | 
i=1 i=1 


(3) 由 于 z=z0 十 (x 一 20), Yo [zx 一 %0; 再 应 用 勾 股 定理 
[zl* = lz 0 [x— zol?, 
从 而 jz 一 zo 上 = z 业 一 外. 
定理 3.4 设 {e， SR 则 对 于 每 一 
个 7 人 对, 恒 有 


(3.2) (zeD1<Izl? (Bessel 不 等 式 )， 
证 明 由 定理 3. 3, 对 任意 的 xeN, 恒 有 
(zei)1<lz 人 | 


令 "一 oo, 则 Bessel 不 等 式 43. 1 得 证 ， 日 
推论 3.5 设 {ei} 是 内 积 空 间 X 的 规范 正 交 系 , 则 对 于 每 一 个 
ZExX，, 恒 有 1lim(z,e,) = 二 0. 


一 个 自然 的 问题 是 : Bessel 不 等 式 在 什么 条 件 下 成 为 等 式 ?从 
定理 3.3 和 定理 3.4 的 证 明 中 可 以 看 到 : 若 忆 是 有 限 维 内 积 空 间 ， 
当选 取 的 规范 正 交 系 {e …，e} 满 足 代 二 spant{el，……, ew} 二 卫 
时 , 由 于 M+== {0}， 对 于 每 一 个 xE 了 (按照 定理 3. 3 的 记号 )， 有 
7X 一 XZ0 二 0， 则 这 时 Bessel 不 等 式 取 等 号 ， 对 于 无 限 维 的 内 积 空间 
XX, 下面 的 定理 将 证 明 , 当选 取 的 规范 正 交 系 {ei;} 包 含 了 充分 多 的 
元 素 且 满 足 span {e;} = 二子 时 ，Bessel 不 等 式 成 为 等 式 ， 我 们 具体 
讨论 如 下 ， 
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定义 3.6 设 8= {01} 是 内 积 空间 的 规范 正 交 系 ， 若 
spanF=XX， 

则 石 称 状 了 革 的 完全 规范 正 交 系 (total orthonormal system)， 

定理 3.7 设 且 是 Hilbert 空间 ,了 = {e,} 是 互 的 规范 正 交 系 . 
则 下 列 各 条 等 价 . 

(1) 三 是 妃 的 完全 规范 正 交 系 . 

(2) 五 中 不 存在 与 所 有 eiE 眉 正 交 的 非 零 元 素 ， 即 癌 对 每 一 
个 @€F 部 有 xLe; 则 z=0, 也 就 是 说 让 二 {07， 


” (3) 对 于 每 一 个 xEH,z 一 BS\(z, ei)e 


i1=1 


(4) 对 于 每 一 个 xE 及 , 针 有 


lzl?= > | (x, ei) | (Parseval 恒等式 ). 


证 明 (1) 之 (2) 假 役 spanf=H. 对 于 任意 xEFf+， 要 证 
rz 一 0.。 由 于 xEH =spanF , 则 存在 zx,EspanFf(nEN), 使 得 Xx. 
岂 XER+t 可 推出 xE(span?)+. 于 是 (zoyz) =0(2SN)。 由 内 积 的 
连续 性 ， | . 
(zx, £.) =—lim(z», 2) =0, 
磷 z 王 小 
(2) 人 (1) 假设 += {0}， 由 于 FCspanF, 则 
{0} CC (spanF) + CF = 1{0}. 
于 是 (spanF)+= {09}。 应 用 推论 2. 10, 得 到 
H=spanF OD(spanF)~= spanF. 
(2) 访 (3) 对 于 每 一 个 zxE 忌 , 由 Bessel 不 等 式 


之 ,| (0， ei) [<lizi”. 
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我 们 证 明 > ， (zy 28i)e; 收 伐 。 事实 上 ， 令 x, 二 之 , (2 es)es, 对 于 任 


意 m,n( 不 妨 设 m 过 nx)， 由 于 > | (x, ei) [过 00, 则 


2 


5 (7，e; esl 


一 从 十 1 


zs za = 


一 > | (x, ei) |*->0 (rm, n>00), 
这 表明 {z,} 是 五 中 的 Cauchy 序列. 由 如 的 完备 性 ,可 设 z,>yEH,， 
即 y= D3(z，es)eiE 及 .下 面 只 要 证 明 y=s， 为 此 我 们 先 指出 


z 一 y | P, 因 为 对 于 每 一 个 ejE, 由 内 积 的 连续 性 ， 


(x—Y, ey) 一 (2， e1) 一 -( 王 (z, ee oo 


一 《Z，e7) 一 3 (3 81) (8ss 87) 


一 (x, e;)— (7, ej) = 二 0., 
由 于 (2) 成 立 , 我 们 得 到 x 一 yeF-=1{0}, 即 z 一 y==0, 故 z 王 和 


(3) 沪 (4) 对 于 每 一 个 zE 万 , 由 假设 >= > (x, et) es， 因此 
[zj -S00 3 人 (2， oes 


一 2, > (zs ei) 《zy e;) (ei, ej) 
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>,(z, 3 ) (0 ei) 一 >， (zZ，ei) | 


《4) 之 (2) 任 取 xzEP, 即 对 于 每 一 个 e;SF 都 有 (x, ei) = 二 0， 
由 假设 Parseval 恒等式 成 立 , 则 


EA > | (x, ei) |*=0, 


故 z= 二 9. 因此 f=={0}. 趾 

Bessel 不 等 式 表 明 ， 内 积 空间 关中 任 一 元 素 x 关于 规范 正 交 
系 {es} 的 Fourier 系数 组 成 为 序列 ((x, e1), (x,e2),…)EL. 反 过 来 ， 
若 (91, 2，…)EL, 是否 存在 XE 也 使 得 ;为 zx 关于 {ei} 的 Fourier 
系数 ? 当 甩 完备 时 ,下面 的 定理 指出 此 问题 有 肯定 的 回答 . 

定理 3.8(Riesz-Fischer) 设 五 是 Hilbert 空间 ，{es}sex 是 
互 的 规范 正 交 系 ， 令 人 L=span{e;}。 若 有 一 数列 {&i} 使 得 


37al<o, 
则 存在 唯一 的 xzE 了 肛 ， 使 得 i 为 zx 关于 {ei} 的 Fourier 系数 ，7z 二 
Suser lal = Yel 


证 明 令 zr 一 这 Qess 则 zsEM(nEN)， 并 且 对 于 m<n 有 


和 ES 
> > | ,| 


EE=mtl 


Ei 
S1 ae, 
1 


= 十 


zs zn = 


由 于 Yoi|*<co, 上 式 表明 {z,} 是 Cauchy 序列 . 因 也 是 完备 的 ， 


故 存在 唯一 的 xEH 使 得 
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Lh 
Y 一 > ie =l]imz,. 
i=1 Ro 


而 MM 是 态 的 闭 子 空间 且 zeM 必 ， 因 此 必 有 zEM， 现 在 我 们 指出 
oi 就 是 此 z 关于 {es} 的 Fourier 系数 . 这 是 因为 由 内 积 的 连续 性 ， 
对 于 每 一 个 iEN 有 


(3. 3) (0) =( Poe, e; 六 Ses, es) =al 
4=1 d=1 
最 后 ,注意 到 {ei} 是 戏 的 完全 规范 正 交 系 ,而 Hilbert 空间 鼠 
的 闭 子 空间 用 是 完备 的 ,由 定理 3.7 及 (3. 3) 则 得 jz 时 = > 1a? 


0 

下 面 ， 我 们 讨论 可 分 Hilbert 空间 .它们 上 共有 一 个 共同 的 特 
征 , 即 在 内 积 空间 同 构 的 意义 下 , 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 等 同 于 
1 空间。 因此 对 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 的 研究 可 转化 为 对 在 空 
间 的 研究 . : 

定理 3.9 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 必 有 可 数 的 完全 规范 正 

证 明 设 五 是 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 ， 则 五 中 有 一 个 可 数 
集 4= {tailiEN} 在 且 中 稠密 取 A4 中 第 一 个 不 为 6 的 元 素 an ， 
记 z1 二 qn,. 在 4 中 取 oo, 之 后 第 一 个 与 as, 线性 无 关 的 元 素 au。 
记 zz: 一 qu。 于 是 用 归纳 法 在 4 中 可 以 选取 一 个 线性 无关 的 序列 ， 
记 为 {+;:}， 港 足 SpanA 一 span{z;}。 应 用 Gram-Schmidt 的 规范 
正 交 化 方法 , 可 以 得 到 一 个 规范 正 交 序列 {e;} 且 满 足 

pan(er = pantr) ~5pand =—h. 

由 定义 3. 6, tie;} 是 芋 的 完全 规范 正 交 序列  [ 

定理 3.10 任何 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 五 都 与 站 同 构 ; 
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任何 % 维 实 ( 或 复 ) 内 积 空间 都 与 R"*( 或 C") 同 构 . 

证 明 设 总 是 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 (不 妨 设 五 与 都 
是 复数 域 上 的 空间 )、 由 定理 3.9, 五 有 一 个 可 数 的 完全 规范 正 交 
系 {e;}。 于 是 由 定理 3.7, 每 一 个 xEH 都 可 以 表示 为 


i=1 


定义 映射 7; 五 ->21?, 使 得 对 于 每 一 个 zxEH 
化 二 二 ((2， e1),， (2z， e2)， (x, e3)， …) 。 


(1) 了 显然 是 线性 算 子 . 
(2) 了 保持 内 识 , 因 为 


(2 y) =( De, ee > 0, ee | 
i=1 j=1 z 


= 2 2)(r,e)(y, ej) (ei, es) 
fi 一 TI f=1 


= 2,(z, ei)(y, ei) = (Tz, Ty). 


一 


(3) 了 是 双 射 。 为 此 只 要 证 明了 是 满 射 任 取 5#= (xi，asy 


a4，…)EL, 则 了 |as*<co， 由 定理 3. 8, 存在 唯一 的 zEM 使 得 


4 一 (Ze6i) (ZEIN)EH 有 故 Tz 二 $$。 这 表 明 名 是 满 射 


因此 了 是 互 到 上 上 的 同 构 胸 射 ， 故 已 与 刀 同 构 . 

由 于 有 限 维 内 积 空间 的 完全 规范 正 交 系 是 有 限 的 ， 业 似 于 上 
面 的 证 明 即 可 得 到 ， 任 何 % 维 实 ( 或 复 ) 内 积 空 间 都 与 RR"( 或 C”) 
同 构 . 月 
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由 此 定理 , 任何 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 都 与 同 构 . 因此 ， 
任何 两 个 在 同一 数 域 上 的 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 都 是 同 构 的 . 


习 题 
1]， 设 {eb …y es 是 内 积 空间 七 的 规范 正 交 系 ,MM 二 spante， “Es}。， 定 
义 算 子 P: 和 X-> 到 ,使 得 对 于 每 一 个 ZE 性 
全 (Ze;)ei 


了 一 1 
牛 定 理 3.3 知 ,Pz 是 2 在 于 上 的 投影 。 我 们 称 书 为 投影 算 子 。 证明 
(1) P; X>H 是 有 界线 性 算 子 , 有 PI=1; 
(2) P=P (这 里 P=P。P). 
2。 设 {ei;} 是 内 积 空 间 了 的 规范 正 交 系 , 则 对 于 任意 z, %X 恒 有 


2 1 2,0 (9,e) [Szllilal. 
+ 二 1 . 
3， 设 {lei} 是 Hilbert 空间 五 的 规范 正 交 系 ， MH=spant{e:},7EH， 证 明 


26 形 的 充分 必要 条 件 是 ,z 可 以 表示 为 z= 二 >》 (+, es)er. 


ti 二 1 


“4. 设 {ej} 是 Hilbert 空间 五 的 规范 正 交 系 ， 证 明 {ei} 是 完全 规范 正 交 
系 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 ,YE€8 恒 有 
($Y) = > (zyeD) ( 护 60， 


了 一 1 


$4 Hilbert 空间 中 有 界线 性 泛 函 的 表示 


在 本 节 中 , 我 们 讨论 Hilbert 空间 五 上 的 有 界线 性 泛 函 与 五 
中 元 素 的 一 个 一 一 对 应 关系 ,或 者 说 五 上 的 有 界线 性 泛 函 可 以 由 
五 中 的 元 素来 表示 ， 这 是 Hilbert 空间 的 一 个 重要 的 特征 ， 
在 内 积 空间 也 中 ， 任 何 一 个 固定 的 元 素 YEX 都 可 以 定 义 一 
个 了 上 的 泛 函 户 , 使 得 对 于 每 一 个 zxEX， 
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《4.1) fy(7) = (x, 9). 
由 Schwarz 不 等 式 , |fy(z)|==|(z,9)| 壹 1zj- 1y1, 因 此 所 是 有 界 
线性 省 函 , 并 且 |fyl 志 1y|， 另 一 方面 , 取 x=y， 有 |fy(2)|=(y， 
7) 二 jg, 则 1 上 fy1 守 I， 因此 41 = 二 jy 

反之 ,在 Hilbert 空间 如 中 ,每 一 个 有 耳 上 的 有 界线 性 泛 明 可 
以 由 空间 如 中 的 元 素来 表示 ， 这 就 是 下 面 的 一 个 重要 的 定理 ， 即 
Riesz 表示 定理 . 

定理 4.1(Riesz) ” 设 且 是 Hilbert 空间 ，f 是 如 上 的 有 界线 
性 泛 图 ， 则 存在 唯一 的 w&E 五 ,使 得 对 于 每 一 个 xE 五 有 
(4. 2) f (2) = (x, %), 
并 且 有 f= al. 

证 明 存在 性 . 若是 零 泛 函 ( 即 了 =0), 只 要 取 w=9， 则 定 
理 的 结论 成 立 ， 现 设 f 关 0。 记 的 零 空间 为 V(f)，( 在 继续 我 
们 的 证 明之 前 ， 作 如 下 的 分 析 : ”由 于 对 于 每 一 个 ENV(f) 蕴 有 
1(z) 二 0, 因 此 满足 定理 条 件 的 % 应 该 在 W(f)+ 中 去 寻找 ，) 由 第 
了 4.5, WV (有) 是 女 的 闭 子 空间 .， 因 fj 尖 0，.A( 力 是 瓦 的 真 

空间 .由 推论 2.10, WV(f)+ 考 {0}， 于 是 存在 zEH(f)+ 且 2z 关 
9. happen yAn 


| 加 fA) AN _ f(z) 
对 于 每 一 个 zEH， 由 于 f(z 了 z)=f(z) Ff (2) 一 0 


则 z 一 天 到 2EWV( 了 )， 从 而 x 一 和 号 zz， 于 是 


_f1(z), f(z) 
Ce es 2)= (2) — 0 


_f(%) 二 (z) 
Pe (2z, 27 人 (te (z, 2) <) 
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含 5 = 天 2 专 则 对 于 每 一 个 zE 吾 器 有 T(2) 一 (2 人 


唯一 性 。 若 存在 风 5E 克 ,使 得 对 于 每 一 个 zE 克 首 有 
jz) 一 (zy20 = (7,2). 
则 对 于 每 一 个 zE 玉 名 有 (x,4 一 2?) = 二 0 特别 地 , 取 z 二 4 一 2, 则 得 
到 (ww 一 5,4 一 2D) 二 0, 从 而 Ww 一 2=0, 故 4=%， 
仿照 (4.1) 式 之 后 的 证 明 , 即 可 得 到 1f1= jvl. [| 
推论 4.2 设 五 * 是 Hilbert 空间 五 的 对 侦 空 间 ， 映 射 7:; 
一 HH* 定义 为 : 
Jy=fEH* (yeEH) 
《这 里 (x) 二 (xz,9) (zxEH)), 则 
(1) J 是 共 轿 线性 算 子 , 即 
Tty) = ya (uy) =a)y; 
(2) J 是 双 射 且 保 持 范 数 ， 
证 明 (1) 任 取 9 ,JaE 克 ,对 于 每 一 个 ZE 也， 
(J Fit 92)) (2) = fy ry, (2) = (7, Yi 二 y2) 
= (2, 91) + (2, 92) =fy,(2) + fy,(2) 
= (JYy1t Ty) (z)， 
故 7T() 十 四 )=Jg 二 Jga， 又 任 取 JE 万 及 数 a， 对 于 每 一 个 zc 
H. | 
(J (ay)) (2) =fay(2) = (2,09) 372, Y) 
z —afy(7) =a(JY) (2). 
故 (cg) =ax7y， 因 此 了 是 共 力 线性 的 . 
(2) 由 Riesz 表示 定理 知 ，J 是 双 射 且 保 持 范 数 17y1== yi， 
: 0 
推论 中 的 J 了 常 称 为 是 五 到 豆 * 上 的 一 个 复 共 罗 同 构 映 射 ， 并 
且 称 及 与 HH* 是 复 共 耗 同 构 的 在 复 共 轿 同 构 的 意义 下 ， 可 以 将 
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如 与 妃 " 视 为 周一 的 . 〈 若 到 是 实 Hilbert 空间 , 则 复 共 罗 同 构 就 
是 同 构 ，) 必 须 注意 , 当 ayEH 视 为 五 上 的 有 界线 性 泛 函 时 , 有 
(ag) (2) 一 (7 08) 一 G(z 2) 一 G2(2). 
在 Riesz 表示 定理 的 证 明 中 ， 证 明 唯 一 性 的 方法 也 是 值得 注 
意 的 ， 由 其 证 明 可 知 , 在 一 般 的 内 积 空间 中 , 下 面 的 引 理 成 立 . 
引 理 4.3 设 w 和 ”是 内 积 空间 和 中 的 两 点 ， 若 对 于 每 一 个 


(x, 4%) = (7,2), 
向 %= 二 2。 特别 地 , 知 对 二 每 一 个 xE 竺 句 有 (x,4) =0, 则 w=0. 


习 题 
l]。 设 XX* 定 内 积 空间 下 的 对 偶 空间 ， 映 射 v: 下 一 六 定义 为 
Jy= fyEX* (ytX) 
(这 里 f(z) = 二 (7,y) (ZXA))， 若 了 是 满 射 , 则 互 是 Hilbert 空间 ， 
2。 蔡 吾 是 Hilbsrt 空间 , 则 五 与 H** 同 构 ， 
3， 设 {z,} 是 内 积 空间 半 中 的 点 列 ， 证 明 ; 汪 tsoj 吕 收 钱 于 则 (z » 2) 


—> (x, 7)., 


S$5 Hilbert 空间 中 的 伴随 算 子 


设 卫 | 和 囊 ; 是 两 个 Hilbert 空间 。 按 照 内 积 导 出 的 范 数 它 

们 是 Banach 窑 短 。 仍 用 记号 纱 ( 瑟 ,， 吾 ,) 表 和 东 所 有 有 , 到 ; 的 
有 务 线 性 算 子 的 全 体 ， 对 于 TE%B (H,, HH,)， 由 第 六 章 定义 3. 4,T 
的 伴随 算 子 7*; 82->Hr 定义 为 
(5. 1) (T*g)(xz)=g(Txz) (gEH3,7zEH,). 
为 了 与 本 站 的 记号 加 以 区 别 ， 我 们 把 上 面 定 义 的 2* 称 为 了 的 
Banach 伴随 算 子 ， 在 本 池 中 我 们 把 Banach 伴随 算 子 三 * 记 为 
7 (因为 在 下 面 ， 我 们 将 用 记号 7* 表示 了 的 了 Hilbert 伴随 算 子 )。 
336。 


于 是 (5. 1) 式 变 为 
(5. 2) (T'g) (x) = 9g9(T2) (gEH;, xEH,). 
映射 J1， 五 ,>H? 与 J2: 如 ,>H3 是 在 推论 4.2 中 定义 的 复 

共 红 同 构 映 射 。 由 于 gEH2,T'gEHrf， 应 用 Riesz 表示 定理 ，H， 
上 的 有 界线 性 泛 孙 TY'g 对 应 于 姜 ; 上 的 一 点 JI 了 9， 使 得 对 于 每 
A EH ,, 

(T’'g) (2)= (x, J1 Tg) 
再 应 用 Riesz 表示 定理 ,9 又 对 应 于 互 ,上 的 一 点 y, 即 9==J2y, 于 
是 

(7T'9) (2)= (2, J7 TJ29) 


并 且 
(2Z2) = (TY, Y). 
因此 , 由 (5. 2) 式 得 到 
(5. 3) (Tx, gg) 一 (2 人 Ja29g)， 
_ jy. 
ph z pe Ee 
| J 
Hy pg* 
J 
图 5.1 


定理 5.1 设 互 ,和 豆 * 是 Hilbert 空间 ,TE (H1, HH,)， 则 
存在 上 唯一 的 了 "E 胸 (有 百 )， 使 得 对 于 每 一 个 xEH! 和 YEHs 有 


(5. 4) (Tz, 力 一 (Z T*y), 
并 且 上 7T|= 1Z*|. 

证 明 由 此 定理 前 面 的 讨论 ,我 们 令 
(5.5) J 
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由 图 5. 1 和 (5. 3) 式 知 ，T* 是 恕 ;到 五 | 的 映射 且 满 是 (5.4). 现 
在 我 们 只 需要 证 明 下 面 两 条 成 并 ， 

(1) 7* 是 线性 的 ， 

对 于 任意 9 92S 如 2, 数 a,p 和 xEH,， 

(zx,T*(ayit+ By)) = (Tr, ay 十 Da) 
/ =a(Tz,Y1) +B(TY, y:;) 
一 (zy T*y)+8(x, T*y,) 
=(x,aT*y + pT*y,). 

因此 T*(ay i 十 By2) 二 aT*Yy 1 十 BT*Yyz, 故 7T* 是 线性 算 子 . 

(2) T* 是 有 看 的 且 |2 三 12 本 

应 用 Schwarz 不 等 式 , 对 于 任意 xEH1, yeEH,, 有 

| Gz, 7*y)1=1(Tz,9) <ITzllyl<ITHzl ly!l. 
夺取 z= 二 TY*y, 则 
JT*yl Try yl, 
从 而 上 T*y| 志 4TH。 由 此 得 到 ,7T* 是 有 界 的 且 17T*1 志 iT 另 - 
一 方面 ， 
| (Tx, DD) = (2, TD | <r Ty IT* hel yt. 
若 取 Y==72z, 则 
A SA 

从 而 HTzl 志 [TZ*1zl， 由 此 得 到 |7TH<<17* 因 此 17Tl=17*1. 0 

定义 5.2 设 五 | 和 匡 ; 是 Hilbert 空间 ,TEB(H,, H,). 则 
定理 5.1 中 的 算 子 7*; H,>H, 称 为 T 的 Hilbert 伴 随 算 子 
(Hilbert-adjoint operator) ,或 称 为 Hilbert 共 罗 算 子 ， 

例 1 设 T;C"->C" 是 线性 算 子 ，{e1,…,en} 是 C" 的 规范 
下 交 基 .在 此 基 下 ,7 对 应 的 % 阶 矩阵 为 4=(aiy)， 对 于 任意 xz。 
yeEC"(z 与 y 和 皆 表示 为 关于 这 组 基 的 列 向 量 ), 内 积 定义 为 
(3. 6) (zx, ) 一 273， 
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这 里 zx” 表示 z 的 转 置 ,因此 zx” 是 一 个 行 回 量 ,? 表示 你 癌 量 2 的 
复 共 罗 ( 即 对 y 的 每 一 个 分 量 取 复 共 斩 而 得 到 的 网 量 )， 按 年 阵 乘 
积 z7 了 定义 的 内 积 (5. 6) 实 际 上 与 31 例 1 中 由 (1. 6 定义 的 内 积 
相同 。 注 意 到 转 置 扎 阵 的 性 质 (4z) 一” 4 则 
(Tz,Y) = (Ar) 7 一 27 ATy. 
设 T 的 Hilbert 伴随 算 子 对 应 的 矩阵 为 B， 记 8 为 算 阵 B 的 复 共 
斩 怎 阵 , 则 
(x,T*y)=x By.. 
由 Hilbert 伴随 算 子 的 定义 ,得 到 z 4 8=z By(x,ySEC"), 故 必 
有 4 = 万 因此 
B=A = (4,). 

这 表明 人 的 Hilbert 伴 随 算 子 2 对 应 的 矩阵 是 T 了 对 应 的 矩阵 的 复 
共 斩 转 置 矩 阵 ， 对 比 第 六 章 $3 例 1, T 了 的 Banach 伴随 算 子 了 对 
应 的 矩阵 是 人 对 应 的 矩阵 的 转 置 矩阵 ， 由 此 便 可 知 并，T 了 的 
Banach 伴随 算 子 与 Hilbert 伴随 算 子 的 差异 

Hilbert 伴随 算 子 有 下 面 的 基本 运算 性 质 . 

定理 5.3 设 妃 ,和 互 , 是 Hilbert 空间 ，8, TE (H,,H.;)， 
2 ( 数 域 )， 则 

(1) (S++T)*=S*+ 人 Tt,; 

(2) (aT)*=aT”™; 

《3) (T*)*=7,; 

(4) IT*7T|= 177*|=17E; 

(5) 若 T*T=0, 则 T=0; 

(6) 当 瑟 /=F, 时, (ST)*=T*S*. 

证 明 ”我 们 只 证 明 (4) 其 余 留 给 读者 作为 习题 . 

应 用 Schwarz 不 等 式 

[Tx]?= (Tx, Tx) = (2, T*T2)<Iz): 17T*Tz] 
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< 全 于 
于 是 得 到 
He<IT*TI<IT* T= 47 
因此 1j7*7T1=17PR， 又 由 (3) 得 到 
[77*1=|17™*7*|=17*]=17[. 
故 (4) 得 证 。 虽 
从 例 1 中 ,我 们 已 经 看 到 Hilbert 伴随 算 子 2* 在 C” 中 相当 
于 什 阵 理论 中 的 复 共 罗 转 置 矩 阵 ， 下 面 ,我 们 还 可 以 把 盾 阵 理论 
中 的 Hermite 矩阵 , 西 矩 阵 等 概念 推广 到 Hilbert 空间 中 来 . 
定义 5.4 设 有 是 Hilbert 空间 ,TEB (HH, HH). 
(1) 若 T*=T， 则 TT 称 为 HH 上 的 自 保 算 子 (self-adjoint 
operator) ,或 称 为 Hermite 算 子 (Hermitian operator)。 
(2) 车 了 T 是 双 射 且 7T*=T 7, 则 也 称 为 五 上 的 西 算 子 (unitary 
operator). 
由 Hilbert 伴随 算 子 2 的 定义 ,对 于 任意 x,yEH 有 
(Tz,Y) = (7, T°Y). 
由 此 容易 看 出 :下 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 x, YE 
互 有 
(7z, 幼 一 (7 Ty). 
在 人 中 , 设 T 是 C” 到 C* 的 线性 算 子 (从 而 是 有 和 田 的 )， 了 了 
在 给 定 的 基 下 对 应 的 矩阵 为 4， 由 例 1 知 ,7* 对 应 的 矩阵 是 4 的 
复 共 斩 转 置 矩 阵 , 即 4 .因此 ，T 是 自 伴 算 子 的 充分 必 ee 
下 对 应 的 矩阵 4 是 C* 中 的 Hermite 和 矩阵, 即 满 足 4=4 ;TT 是 西 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 ,了 对 应 的 矩阵 4 mn tit 即 满足 
4-1!=- 4 ， 
在 RR"* 中 , 设 T 是 民 " 到 R" 的 线性 算 子 ,ZT 对 应 的 矩阵 为 4, 于 是 
7T* 对 应 的 矩阵 为 4 。 因 此 ,7T 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ，4 
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为 实 对 称 矩 阵 , 即 4= 4 ;了 是 西 算 子 的 充分 必要 条 件 是 4-!= 4”. 
现在 ,我 们 讨论 自 伴 算 子 的 人 性质 ， 首 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 
5| 理 5.5 设 X 是 复 内 积 空 间 ,7; 对 ->X 是 有 界线 性 算 子 , 则 
T 了 二 0 的 充分 必要 条 件 是 , 对 一 切 zEX 皆 有 
(5.7) (了 |， 
证 明 寿 2=0, 则 (5.7) 显 然 成 立 。 反 之 ， 假 设 (5.7) 式 对 一 
切 zE 成立 ， 对 于 任意 x, YE 和 数 w 令 2 一 az 十 9 则 
(5.8) 0=(Tv,0)=|al* (Tx, 72) + Ty,y) 十 G( 人 zz) 十 去 (TY 2) 


=Qa(Tz, y) +a(Ty, x) 
车 令 & 二 1, 则 由 (5.8) 式 得 到 
(5.9) (Tr, y)+ (Ty,7)=0. 
车 令 a 二 %, 则 由 (5.8) 式 得 到 
(5. 10) (Tx,y) — (Ty, x)=0. 


(5. 9) 式 与 (5. 10) 式 相 加 , 则 得 到 
(7Tz,g)=0 (x,yEX). 

若 取 y=7Tz, 则 由 上 式 得 Tz=0(zEX), 歼 T=0， 曲 

值得 注意 ,此 3 引 | 理 在 实 内 积 空 间 中 不 成 立 ， 例 如 在 R:* 中 ， 非 
零 制 阵 

0 
1 0 

是 一 个 R? 到 R? 的 有 界线 性 算 子 且 满 足 如 下 条 件 : 对 于 任意 X= 
(51, 62) "ER?, 皆 有 (4Azx, x) =0. 

定理 5.6 设 有 是 复 Hilbert 空间 ，T; 如 -> 囊 是 有 界线 性 算 
子 , 则 全 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ,对 一 切 xE 五 , (Tzx, 2x) 都 是 
证 明 假设 TT 是 自 伴 算 子 , 则 对 一 切 xzE 瑟 有 


(Tz, 2+) = (x, Tx)= (Tz, 2) ， 
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因此 (Tx, z) 是 实数 ， 反 之 , 假设 对 一 切 xE 恕 (7z, 7) 都 是 实数 ， 
则 
(Tz, ¢)= (Tz, £)= (x, T*z)= (7T*z, 2), 

从 而 ((T 一 7*)zx,z) = 二 0， 由 引 理 5.5, 便 得 到 =7T*, 即 7 了 是 自 伴 
算 子 ， 中 

定理 5.7 设 到 和 4 是 Hilbert 空间 豆 上 的 自 伴 算 子 ， 则 2ZS 
是 目 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ZS=37， 

证 明 由 伴随 算 子 的 性 质 ，(TS)*=S*7T*=ST， 由 此 可 见 ， 
TS 是 自 华 算 子 的 充分 必要 条 件 是 TS=ST. 趾 

定理 5.8 设 {7,} 是 Hilbert 空间 如 上 的 一 列 良 伴 算 子 ， 疼 
lim7 二 了 了 ( 按 算 子 范 数 收敛 ), 则 了 也 是 如 上 的 自 伴 算 子 ， 


证 明 由 假设 及 伴随 算 子 的 性 质 , 当 2->coe 时 ， 
7,.* 7*|= 17,—7)*|=17,—7Tl->0, 
即 limZ。*+==7*， 因 为 ,是 自体 算 子 ,又 有 
lim 人, “=limT, 二 他 . 


生字 澡 


因此 由 极限 的 唯一 性 , 必 有 T*=7T.。 中 
关于 西 算 子 有 下 面 的 性 质 . 
定理 5.9 设 人 TT 和 5S 是 Hilbert 空间 及 上 的 西 算 子 ， 则 
(1) 了 保持 范 数 , 即 对 于 每 一 个 xEH 丝 有 17xl=1z]; 
(2) 当 有 H 关 {90} 时 , 1T|=1; 
(3) 7-! 是 西 算 子 ， 
(4) TS 是 丁 算 子 . 
证 明 (1) 由 西 算 子 的 定义 T*=T-!, 则 对 于 每 一 个 zxEH 
Tz) = Tx, Tz) = (x, T*T2) = (7, 7)=|zl:. 
(2) 由 (1) 立 即 得 到 . 
(3) 由 于 西 算 子 是 双 射 , 故 T-! 也 是 双 射 ,并 且 
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(T-D)*=T**=T=(T-)-, 
所 以 2 是 西 算 子 . 

(4) 由 于 了 和 心 都 是 双 射 , 故 复合 上 映射 TS 是 双 射 ,并 县 

(TSY*= S*T*=S-IT-!= (TS)-!. 

所 以 TS 是 西 算 子 。 

定理 5.10 设 {7T,} 是 Hilbert 空间 豆 上 的 一 列 丁 算 子 ， 者 
iim7" 一 7 则 7 也 是 互 上 的 酉 算 子 . 

证 明 由 假设 也 一 他, 则 

[7.*—7T*|=17,.~—TI->0 (n>0%), 

即 lim7a* 二 T+。 因此 T=limTw*T,=1， 同 理 TT* 一 im 
ms 一 7。 所 以 人 是 丁 算 子 ， 

我 们 知道 ， 西 算 子 保持 范 数 (定理 5.9(1))， 但 是 保持 范 数 的 
有 界线 性 算 子 不 一 定 是 西 算 子 . 下面 的 例子 表明 ， 存 在 这 样 的 有 
界线 性 算 子 , 它 保持 范 数 , 但 不 是 满 射 。 

例 2 在 六 中 ,定义 2 一 六 ， 使 得 对 于 每 一 个 (Eap)E 
7 ， 
T(E1, 82, °°°) = (0,61, 62, “+). : 
则 全 保持 范 数 , 但 全 不 是 满 射 , 从 而 工 不 是 西 算 子 . 

定理 5.11 设 豆 是 复 Hilbert 空间 ，T; 且 -> 五 是 有 界线 性 
算 子 ， 则 全 是 丁 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ,了 是 满 射 且 保 持 范 数 . 

证 明 只 要 证 明 充 分 性 .假设 7 是 满 射 且 保 持 范 数 , 则 了 是 
双 射 ,并 且 对 于 每 一 个 xE， 

(T*7T7¥,2) = (Tx, Tz) = (72, 2), 

即 ((T*T 一 7 了)zx, x) 二 0 由 引 理 5.5， 得 到 7T*T=I， 由 于 人 在 
在 , 则 T*==T*TT-!=7T-!， 0 
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习 题 
1， 验 证 定理 5.3 中 的 (1), (2) , (5),(6). 
2. 车 人 S 和 了 是 Hilbert 空间 吾 上 的 自 伴 算 子 ， 则 对 于 任意 的 实数 a 和 
3， 设 瑟 是 复 Hilbert 空间 ,T; BH 是 有 界线 性 算 子 . 令 


T= PH4T*), T= TT). 
2 23? 


证 明 :; (1) Tl 和 7T, 是 自 伴 算 子 且 全 一下 十 和 和 一 2 一 和 
(2) 唯一 性 ， 即 若 有 自 伴 算 子 S,,S,， 使 得 了 十 i 了 TT,= ;十 15S,, 则 必 
有 T=5,,T,= AS, 
4， 设 瑟 , 和 瑟 , 是 Hilbert 空间 , T: 五 ,~>H, 是 有 界线 性 算 子 , W (T) 和 
统 (T) 分 别 表示 人 的 零 空 间 和 值 域 ,证明 
HM =RT) NT) = R(T)!, 
RT SENT) RIT) = T+. 
5， 设 五 是 复 Hilbert 空间 ,7T; 器 ->H 是 有 界线 性 算 子 ， 证 明了 = 一 7* 
的 充分 必要 条 件 是 ,对 - - 切 xzkH 有 Re(Tz,2x) =0. 
6.， 设 互 是 Hilbert 鹤 间 ,了 :已 ~ 万 是 有 界线 性 算 子 ， 若 TT* 二 T+*T, 则 
有 称 为 正常 算 子 (normal operator). 
(1) 证 明 自 伴 算 子 和 西 算 子 都 是 正常 算 子 . 
(2) 车 且 是 复 Hilbert 空间 ， 则 全 是 正常 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ,对 一 
切 z 上 如 有 |2 zl=|7zjl. 利用 此 结论 证 遇 ; 当 全 是 正常 算 子 时 ,T= 扑 了 7|. 


$6 双 线 性 泛 函 


内 积 空间 与 上 的 内 积 是 了 x 节 到 数 域 玉 上 的 一 个 映射 ， 它 
对 第 一 个 变 元 是 线性 的 ， 对 第 二 个 变 元 是 共 轿 线性 的 本 节 将 研 
究 具有 这 一 性 质 的 一 类 映射 , 即 下 面 所 定义 的 双 线性 泛 函 . 

定义 6.1 设 和 和 了 是 在 同一 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 若 映射 
2: 和 xxY 一 有 满足 条 件 :p 对 第 一 个 变 元 是 线性 的 , 对 第 二 个 变 元 
是 共 罗 线性 的 , 即 
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parit Pr, Y) =ap(r1, Y) + pop(z2, Y), 

Pr, 0 十 Da) 一 C0(2y2 + BP{T, ¥2) 
《这 里 .zy ziy X29, gacF ec， 则 2 称 为 世 x7 上 的 双 
线性 泛 图 (bilinear functional)， 当成 = 了 时 ,我 们 称 如 是 下 上 的 
双 线 性 泛 冰 ， 

从 上 面 的 定义 我 们 二 以 看 到 ， 在 复 空间 上 9 对 平 第 二 个 变 元 
来 说 不 是 线性 和 的， 而 只 是 共 轿 线 尾 的 .我 们 在 定义 中 将 9 取 名 为 
双 线 性 泛 函 似乎 未 能 很 准确 地 表示 其 含义 ， 轩 而 在 有 的 书 上 称 它 
为 “一 个 半 ? 线 性 泛 函 ， 当 然 在 实 空 间 上 称 vp 为 观 线 性 泛 活 是 名 符 
其 实 的 . | 

定义 6.2 设 耳 和 了 是 内 积 室 间 ;9 是 下 XY 上 的 双 线 性 泛 
务 ， 若 存在 常数 ec>0 使 得 对 于 任意 xEX,yEY 

[p(x,9) 1c)al yh 

出 称 双 线 性 泛 蚁 2 是 有 界 的 ， 这 时 9 的 范 数 定 站 为 


1o(zyg3 
《6. 1) fo = SP 二 [zlly! l 


易 知 ， 有 界 双 线 性 泛 函 9 的 范 数 # 由 还 可 以 用 下 面 的 式 子 表 


示 : 

(6.2) jpj= sup lp(zg)|= -sup jp(zyg)|. 
[i z 中 首 昌 二 

并 且 对 于 任意 ?Ee 及 ,YEY, 由 (6.1) 式 得 到 

《6. 3) Ea 


如 果 写 是 内 积 空间 了 到 内 积 空间 了 的 线性 算 子 ， 我 们 可 以 害 
义 一 个 这 好 9 使 得 
(6. 4) PTID=829) (EX,YyEY). 
显然 p: 了 XY->K 是 双 线 性 泛 阔 ,我 们 称 它 为 由 线性 算 子 S 导 出 
的 双 线 性 兴国 ， 若 线性 算 子 是 有 界 的 ， 刘 算 子 含 导 出 的 双 线 性 
兴国 mp 也 是 有 界 的 且 131=1oj， 事实 上， 对 于 XEX，yYEY， 由 
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Schwarz 不 等 式 
pz,9) = {Szr, DI ENSrIlyi <ISIlz} yl, 
故 yp 是 有 男 的 且 1p1 志 1S1. 另 一 方面 , 取 y=8z, 由 (6.4) 及 (6 3) 
[Szl:= |9(z, Sz) | <1ollzllSz), 
故 1Szl 志 pilzl, 从 而 1S1<ipl。 因此 151=1pl. 
反 过 来 , 在 Hilbert 空间 中 ， 我 们 应 用 $4 中 的 Riesz 表示 定 
理 可 得 到 有 界 双 线 性 泛 函 的 表示 定理 如 下 ， 
定理 6.3 设 瓦 和 瓦 ,是 Hilbert 空间 ，p: 玉 ,x 有 ,> 民 是 
有 界 双 线性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 8: 玖 . 一 已 ,使 得 
(6.5) PII = Sy) (xEX,YEY), : 
半日 1S1 = i191. 
证 明 对 了 圈定 的 zxEH,, 映射 y>p(z, 所 是 有 界线 性 泛 
函 ， 应 用 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯 一 的 zE 右 (因而 可 以 将 z 看 作 
是 由 zx 所 唯一 确定 的 ), 使 得 p(x, y) = (y, z), 于 是 
(6. 6) (2,9) = (2,9). | 
当 z 在 万 ,中 变化 时 , 便 可 定义 一 个 算 子 8; 万 ,一 H, 使 得 
Szr=2 (xEH ,) z 
将 2 二 Sx 代入 (6. 6) 式 便 可 得 到 (6.5) 式 我们 还 需要 证 明 如 下 
儿 点: 
(1) S 是 线性 的 ， 事 实 上 ,由 (6,.5) 式 及 gp 的 双 线 性 性 ， 对 于 
每 一 个 ye, 皆 有 
(Sl(azrit br), =9(art+ Pr,, gj 
=Qagp (71,9) + Po (rx, Y) 
=Qa(Sz,9) + B(S7Y,, Y) 
=(aSzii+ BSzr,, Y), 
故 S(azi+ prs) =aSz+ PSY,. 
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(2) 5 是 有 乔 的 且 1S1=1p1l。 事实 .上 ,对 于 任意 的 xEH, 由: 
《6.5) 及 (6.3) 式 

lszP=|g(s, Sz)|<lollzllSszl, 
故 |1Szj 委 [ellzj， 这 表明 & 是 有 界 的 且 呈 | 委 j 9 另 一 方面 , 对 
于 XEH ,YE 如 ,又 有 

(oz, 9)|= {Sz, |S ted Ey, 

故 joj 科 1sl. 因 此 1S1=T wo 

(3) 5S 是 唯一 的 .事实 上 ， 假 车 还 有 一 个 线性 算 子 T; Hi> 
万 ,使 得 对 于 每 一 个 xE 甩 1,yEHs 丝 有 : 

px,Y) = 87,9) = (Tr, Y), 

则 攻 省 Sr= Tx(zEH,), 从 而 S=T, DD 四 

定理 6.4 设 p 是 Hilbert 空间 鼠 上 的 有 界 双 线 性 省 男 . 老 


存在 gb>>0 使 得 
(6.7) p(x,7x)|>blzl*” (zxEH), 
则 存在 唯一 的 SE (万, 万), 使 得 

(6. 8) p(x,9)=(S87,9) (zr,yEH), 


并 且 . 人 S 是 一 个 双 射 ,S™'EB(H,H). 

证 明 由 定理 6. 3 知 ,存在 叭 一 的 有 务 线 性 完了 AS: 六 -> 刀 使 
得 (6. 8) 式 成 立 ， 对 于 zE€ 且 ,有 

plzl?< ip(z, 2)|=|(C8z, x2) [<ISzllzl, 

故 bjz| 达 lSzxl. 由 第 五 草 34 习 题 4 知 ,在 S 的 值 域 统 (5) 上 8 存 
在 ,并 且 S ': 统 (5)->H 是 有 界线 性 算 子 。 干 是 统 (5) 是 瑟 的 困 
子 空间 . 

现在 只 要 证 明 统 (5) = 五, 从 而 立即 可 得 ST'E 娘 ( 囊 ,H)， 为 
此 ,我 们 先 指 出 : 统 (5)+= {从 .因为 车 xe 统 (S)-, 则 有 

0= (Szr,7)= 9(z, +) 之 blzl’, 
从 而 x=0. 由 于 统 (5) 是 五 的 闭 子 空间 , 应 用 推论 2.10 则 可 得 至 
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.万 =2(8S) 中 208)L 一 90S)，[ 

我 们 可 以 把 内 积 空间 的 内 积 看 作为 一 个 特殊 的 双 线 性 泛 函 ， 
记 为 po 即 po(z，9#) = (z,9)， 这 一 特殊 的 双 线 性 泛 阔 po 具有 共 
轿 对 称 性 , 歧 go(z, 9) 二 po(9， 2)， 我 们 知道 .对 干 Hilbert 空间 
五 上 任意 的 有 界线 性 泛 函 了 ， 由 Riesz 表示 定理 存在 唯一 的 xEH 

使 得 对 于 每 一 个 zE 记 有 

f(z)= (2,9) = po(x, Y) 
这 也 可 以 看 作为 由 这 一 特殊 的 欢 线性 泛 函 wo 所 确定 的 一 个 H* 
与 五 之 间 的 一 一 对 应 . 考虑 一 般 的 双 线 性 泛 函 ,在 满足 条 件 (6.7) 
的 条 件 下 ， 我 们 有 下 面 的 Lax-Milgram 定理 ， 它 在 线性 偏 微分 
方程 理论 中 有 很 好 的 应 用 . 

常理 6:5(Lax-Mifgram) 设 刀 是 Hilbert 空间 , pg 是 五 上 

区 有 务 双 线性 泛 国 .车 存在 20 使 得 
lplz,2)|>0lzl: (xEH), 
九 对 于 豆 上 任意 的 有 界线 性 泛 函 琅 结 存在 唯一 的 yEHH 使 得 
f(s)=9(z,g) (xzEH), 


并 且 Ily1< 吉 Hh 


证 明 存在 性 .对 于 任意 的 有 算 线 性 汉 函 f， 由 Riesz 表示 
定理 , 存在 唯一 的 sE 妃 使 得 
《6. 9 : f (2) = (2, 2) (rEH), 
并 县 1 了 = jzh. 在 假设 条 件 下 ,定理 6,4 成 立 , 即 有 界 双 线 性 泛 函 
yp 可 确定 一 个 唯一 的 SEB (及 ,器 ) ,使 得 

pkz, 儿 一 (Szygj Ct,yEH), 

且 5S"1EGWB (有 HH; 且 ). 自 第 六 章 定 理 3.6(3) 知 ，5 的 Banach 伴随 算 
子 5 是 双 射 . 【关于 Banach 伴 随 算 子 与 Hilbert 伴随 算 子 的 记 法 
见 35 中 的 说 明 ，) 因 此 由 (5.5) 式 5*==Ji! 5'Js 可 知 5 的 
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Hilbert 伴随 算 子 S* 是 双向 ,从 而 RCS*) 二 是， 对 于 上 远 zE， 
则 有 YE 互 使 得 z= 5*y. 于 是 ,每 一 个 fEH* 确定 了 一 个 括 忆 使 
得 对 于 任意 的 xE 豆 
(6.10) CD) 王 (和 5) 一 (9 一 (3 一 PCZ， 2)， 
人 假若 又 有 .EH 窗 趾 (2) 二 Cx) (zxEH)， 则 
对 于 任意 ZE 你 有 
0 一 P(2Z 81) 一 PAyg) = Or, yy). 
取 z=y1 一 y, 由 假设 条 件 则 租 
0= 9 —Y, YL 9 
赦 上 扩 一 如 三 0 从 而 护 三 久 .唯一 性 得 证 ， 
从 上 面 的 证 明知 ,2 二 Sy 有 旦 有 = 又 从 (6.10) 知 
(x, S*Y) =9p(r, Y) (rEH). 
到 二, 则 : 
|S*ylly > (y,S*9)| = 19(9, 9) 1bly). 


“~, 
萃 


f=1zl=18°y1>01yl, 
从 而 gj< 二 7 ， 0 


习 题 

1. 设 和 和 了 是 同一 数 域 入 上 的 内 积 空 间 ,p%， 蕊 XY 一 及 是 一 个 双 线 性 
泛 国 ， 则 下 列 各 条 等 价 . 

(a) 9 是 连续 的 . 

(0) 9 在 点 人 ,4 处 连续 . 

(c) gg 是 有 党 的 . 

注意 ,这 里 9 在 点 (zo go) 连 续 可 定义 为 :对 任意 的 se>0% 存在 9>> 0, 使 得 、 
当 | 上 2 一 zolj<6 Hlly—yoll<6 时 

| wx, 9) 一 和 (7zoy Yo) | Ee. 
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2， 设 gg 是 线性 空间 了 上 和 的 双 线 性 汽 也 证明: 
(1) 者 下 十 实 线性 空间 且 9 是 对 称 的 (有 即 g (2, 四 二 gp (yx))， 则 对 于 任 
意 ZX 
pL, Y) =7[9(2+y +) —p(r—y, DJ. 
《2) 知 忆 是 复线 性 空间 ，, 则 
DT, Y) 一 二 [gp(z 十 加 ?十 的 一 9 (2—Y, XC—Y) 


929 THI — i 2— iy, 2— ty)], 
3， 设 站 是 复线 性 空间 , 9 是 了 上 的 双 线 性 泛 函 ， 若 对 于 任意 2,YEXY 皆 
有 
P(x,9)=9(y, 7), 
则 gp 称 为 了 上 的 Hermite 双 线 性 江 函 . 


”证 明 : 9 是 苹 上 的 Hermite 双 线 性 泛 函 当 且 仅 当 ， 对 于 任意 的 45X， 


4， 设 9 是 内 积 空间 世上 的 Hermite 双 线 性 汉 函 ， 巷 存在 常数 c 宇 0 全 
得 对 任意 xz6 瑟 有 


| pzy2) | 委 cjjzj， 
则 是 有 界 的 且 j| gpj 才 oc. 


5， 在 定理 6.5 的 条 件 下 ,证 明 : 存在 唯一 的 TEg (五, 右 )， 使 得 7 在 
在 ,T"1€gB( 有 H, 昌 ) ,并 且 满 足 


(sD = TY (x,yEH). 
还 可 以 进一步 得 到 , P|< 志 上 | 让 =jpll 
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第 八 章 谱 论 


谱 论 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 的 分 支 ， 算 子 谱 论 的 研究 与 求 算 
子 的 逆 算 子 问 题 有 密切 的 关系 ， 在 讨论 很 多 类 型 的 方程 (如 微分 
方程 ,积分 方程 等 ) 的 时 候 , 总 是 需要 研究 方程 的 解 的 存在 性 ,唯一 
特等 问题 ， 对 这 些 问 题 的 研究 及 得 到 的 成 果 ， 例 如 Fredholm 在 
求解 线性 积分 方程 方面 的 著名 理论 , 促进 了 算 子 谱 论 的 发 展 , 同时 
也 显示 了 算 子 谱 论 在 这 些 研究 领域 中 广泛 而 成 功 的 应 用 。 另 外 ， 
算 子 的 谱 论 对 于 认识 算 子 本 身 的 特征 也 是 非常 重要 的 . 

我 们 知道 ， 有 限 维 赋 范 空间 到 有 限 维 典范 空间 上 的 线性 算 子 
对 应 于 一 个 和 矩阵， 而 从 阵 特征 值 的 理论 在 求解 线性 方程 组 中 具有 
重要 作用 .在 本 章 中 ,我 们 将 推广 矩阵 特征 值 的 概念 , 介绍 Banach 
空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 的 基本 概念 ， 基 本 性 质 以 及 紧 算 子 和 
它 的 谱 。 算 子 的 谱 论 包含 丰富 的 内 容 和 广泛 的 应 用 ， 本 章 仅仅 是 
一 个 简要 的 介绍 . 


在 本 章 关 于 算 子 谱 论 的 研究 中 ， 我 们 总 假定 所 讨论 的 空间 是 


8T 谱 的 基本 概念 


在 很 多 类 型 的 代数 方程 ,微分 方程 ,积分 方程 的 理论 中 ， 研 究 
解 的 存在 性 及 唯一 性 是 一 个 重要 的 课题 。 用 泛 函 分 析 的 观点 ， 我 
们 可 考虑 具有 更 一 般 形 式 的 泛 锐 方程 : 

《1.1) dz 一 Tx 一 y 或 者 (MAI 一 T)z=y, 

其 中 了 是 赋 范 空间 XX 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 , 了 表示 六 上 的 恒 


等 算 子 ,z, EX (2 看 作为 未 知 元 素 , 8 为 已 知 元 素 )，4E 朴 是 一 个 参 

数 ， 我们 的 目的 在 于 研究 泛 图 方程 (1. 1) 的 解 z 的 存在 性 、 唯 一 性 

以 及 对 的 连续 依赖 性 等 问题 ， 或 者 说 ， 在 于 研究 有 界线 性 算 子 

47 一 了 的 逆 算 子 是 否 存 在 以 及 此 道 算 子 是 否 在 全 上 有 界 的 问题 . 
例如 , Fredholm 积分 方程 


z(t)—A| Kli,s)z(s)ds =Kt) (te[a, b)), 


其 中 K(t,s) 是 [a,5]xfa,5] 上 的 连续 函数 ，yECLa,5]， 我 们 研 
究 解 zEC[a, 5] 的 存在 性 及 唯一 性 ， 应 用 压缩 映射 定理 我 们 可 得 
到 : 当 参 数 4 的 绝对 值 很 小 时 ， 解 存在 且 唯 一 ( 见 第 二 章 定理 
7. 8)， 当 4 的 绝对 值 不 是 很 小 时 , 我 们 还 需要 作 进一步 的 讨论 . 
又 如 , 当 甩 是 有 限 维 赋 范 空间 时 , 例如 dim 承 =n, 并 设 {e1,…， 
es} 是 民 的 一 组 基 . 下 到 其 自身 的 线性 算 子 对 应 于 一 个 %% 阶 方 阵 
4= (qis), 因而 可 认为 4 就 是 此 线性 算 子 ， 于 是 方程 (1. 1) 具 有 如 ， 
下 的 形式 
(1.2) (A — A)z=Y. z 
在 记 2z 三 Eeel 十 十 上 eg 一 Te 十 十 人 nen9 则 方程 (1. 2) 可 化 为 
以 5,…, 各 为 未 知 变量 的 线性 非 齐 次 方程 组 


(4 一 4) 二 一 lo 一 一 Gin 一 D1 
一 02151 十 (4 一 0ao) 62 oO— dnbn = 1, 


一 0rn1E1 一 Go2Ea 一 … 十 (4 一 ao)E 一 nn 


按照 线性 代数 中 部 知 的 方法 , 我们 毒 虚 (1.2) 对 应 的 齐 次 方程 

(1, 3) ‘(41—A)z=0, 

或 者 相应 于 (1.2) 的 线性 齐 次 方程 组 ， 若 参数 1 使 得 齐 次 方程 
(1. 3) 有 非 零 解 ， 则 4 称 为 4 的 特征 值 ， 这 时 4 实际 上 就 是 (1.3) 
对 应 的 行列 式 
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(1.2) 


4 一 0 一 0 Gin 
1 4 一 42 ** — an 
—— Cn — 0 上 一 -Cn 

的 根 , 根据 线性 代数 中 熟知 的 结论 我 们 得 到 。 若 多 是 4 的 特征 值 ， 
则 外 满足 (1. 4), 于 是 (1. 3) 有 非 零 解 ， 即 4 一 4 不 存在 逆 算 子 ; 反 
之 ,车 4 不 是 4 的 特征 值 , 则 4 不 满足 (1. 4)， 这 时 (1. 3) 仅 有 了 歇 一 
的 零 解 , 于 是 47 一 4 存在 河 算 子 ( 代 一 4)"!， 它 是 定义 在 了 上 的 有 
界线 性 算 子 , 对 于 每 一 个 YE 都 有 唯一 的 解 z= (41 一 4)-'y. 因 
此 研究 4 的 特征 值 的 问题 与 研究 算 子 421 一 4 的 逆 算 子 存在 的 问 
题 , 即 (1. 2) 的 解 的 存在 及 唯一 性 的 问题 密切 相关 . 

推广 到 一 般 的 复 Banach 空间 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 (当然 
也 可 以 在 复 赋 范 空间 中 给 出 有 关 的 定义 . ) 在 算 子 谱 论 中 ， 我 们 总 
是 假定 所 讨论 的 空间 是 复 的 (除非 另 有 说 明 ) ,并且 含有 非 零 元 ， 

定义 1.1 设 卫 是 复 Banach 空间 ,ZE 二 (有 站， 六) AEC, 

(1) 若 和 一 T 有 在 了 上 定义 的 有 界 逆 算 子 ; 即 447 一 2) ”是 瑟 
上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 外 称 为 工 的 正则 值 (reghlar value), 了 T 的 
正则 值 的 全 体 称 为 人 的 正则 集 (regular set)， 或 称 为 了 的 随 解 集 
(resolvent set), 记 为 p(T)，。 当 人 Ep(T) 时 ， (QI 一 7T)"! 称 为 人 的 
耶 解 算 子 (resolvent operator) 或 简称 为 了 的 殉 解 式 《res9lvent). 

(2) p(T) 关 于 复 平面 C 的 余 焦 记 为 0(T), 即 oT) 一 C\aO7). 

o(7) 称 为 也 的 谱 (spectram). 当 MEc(Z) 时 ， 4 称 为 2 的 谱 虚 或 
谱 值 (Spectral valne)， 这 暑 47 一 下 不 存在 定义 在 六 上 的 诊 和 界 逆 
算 子 . . 

显然 ,C= 二 p(T) Uo(T). 7 的 谱 点 可 以 分 为 以 下 三 种 类 型 . 

(a) 对 于 jEe(7), 若 算 子 4 一 史 不 是 可 道 的 , 即 方程 (421 一 2)x 
一 9 有 非 零 解 , 则 4 称 为 到 的 特征 值 (eigenvyalue),， 而 特征 值 和 4 对 
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nn 和 i 
ol up! Fe ! [ “ le H 


应 的 方程 (AI 一 7)zx==9 的 非 零 解 z 称 为 对 应 于 特征 值 4 的 特征 问 
量 (eigenvector). 7 的 特征 值 4 的 全 体 称 为 人 的 点 谱 (point spec- 
trum), 记 为 ap( 了 )。 

当 4 为 特征 值 时 ， 

E(T)={rEXI(A—T) z=) 
称 为 算 子 下 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 空间 (eigenspace)， 这 时 
Z.(T) 是 算 子 和 一 7T 的 零 空 间 ， 即 忆 ,(T)= 二 NH (41 一 7)， 或 者 说 ， 
B,(T) 是 由 算 子 了 对 应 于 4 的 特征 向 量 的 全 体 及 零 元 素 9 组 成 的 . 

(5) 对 于 MEc(2)， 若 算 子 41 一 T 是 可 逆 的 , 即 方 程 (A 一 7)z 
二 0 只 有 零 解 , 然而 417 一 了 的 值 域 RA 一 7)(= 多 (M1 一 7T) )) 
在 忆 中 稠密 但 不 等 于 开 ， 则 这 些 4 的 全 体 称 为 算 子 了 的 连续 谱 
(continuous spectrum), 记 为 go( 人 下)。 

(c) 对 于 MEr(Z)，, 若 算 子 林 一 了 是 可 逆 的 ,然而 47 一 全 的 值 
域 统 (4I 一 T) 在 了 中 不 稠密 , 则 这 些 4 的 全 体 称 为 算 子 了 的 剩余 
详 (residual spectrum), 记 为 o,(T). 

在 Banach 空间 卫 中 , 当 Eo0,(T) 时 , 必然 有 统 (41 一 T) 关 到 . 
因为 假若 F(41 一 T) =X， 则 由 逆 算 子 定理 (第 六 章 定 理 6. 7) 知 
MEp(2), 得 到 了 矛盾， 显然 ，c(2) 正 是 互 不 相交 的 三 个 集 05(7T)， 
0o(T),o,(T) 之 并 

例 1 设 和 是 有 限 维 赋 范 空间 ，7E 切 (了 ,和 X)。， 那 末 c( 罗 = 
ops(T). 换 旬 话 说 ，4 不 是 工 的 特征 值 就 必 是 的 正则 值 ， 这 正 
是 我 们 在 定义 1. 1 之 前 已 经 讨论 过 的 结论 . 

例 2 在 复 C[0，1] 中 定义 算 子 T，CF0,1]->C[0, 1] 使 得 对 
于 每 一 个 xE0C[ 0,1] 


(5) T=| ss) Gero,1D). 


由 第 五 章 $ 4 例 3 知 , 7 是 有 界线 性 算 子 且 17T1=1。 
，354 。 


当 ?ss0 时 , 考虑 方程 ( 术 一 T)z=y, 即 
ir(t)—| zs)ds =4t). 
它 等 价 于 方程 
1 1 人 
一 一 本 ds. 
(1. 6) z(t)= 了 V(t) 十 才 | (3) 


由 第 二 章 8 7 例 4 知 ， 方 程 (L 6) 对 于 任意 yeC[0, 1] 存 在 唯一 的 
解 ， 故 入 一 了 存在 定义 在 C[0, 1] 上 的 逆 算 子 (417 一 到) 因 C[0， 
1] 是 完备 的 , 应 用 逆 算 子 定理 ， 则 得 到 (47 一 7)-! 是 有 界 的 ， 由 此 
可 见 ,任何 非 零 复 数 4 都 是 了 的 正则 值 : 

当 4=0 时 ， 由 (1.5) 可 以 看 出 ，T 的 值 域 gg(7) 中 的 任意 一 
个 元 素 y 蕴 满足 条 件 y(0) =0， 因 此 R(T) 在 CC[0，1] 中 不 稠密 


其 次 ,由 (Tz)(t)=| x(s)ds =0 立即 可 知 z(t)=0(tEL0, 1])， 
即 z=9， 故 4=0 不 是 了 的 特征 值 ， 因 此 4=0 属于 了 的 剩余 谱 . 


习 是 
1, 设 X=C[0,11， 定 义 算 子 TT; 了 > 了 使 得 对 于 每 -~ 个 ZE 怠 
(了 Zi 一 tt (t€[0,1])., 
证 明 : 了 没有 特征 值 且 ac(Z) 一 ar(Z) 一 [0,T]， 
2， 设 和 =C[0,1， 取 定 %EC[0,1], 定 义 算 子 了 X-> 和 使 得 对 于 每 一 
个 ZKC 怠 
(Tx) (1)=2(t)7(t) (EL0,1J). 
证 明 : 7 没有 特征 值 且 o (7)={v(#) 1téE[0, 1]}. 
3， 求 一 个 有 界线 性 算 子 了 :Cl0 1J->CL0, 1 使 得 (7) 等 于 一 个 给 定 
的 闭 区 间 Te, 51. 
4， 设 了 是 典范 空间 芳 的 子 空间 ，7:， 了 ~> 了 是 线性 算 子 ， 若 了 (7) CT， 
则 称 了 关于 算 子 了 征 不 变 的 。 证 明了 的 特征 阿 量 空间 关于 了 是 不 变 的 . 
es 337 。 


$ 2 ”有 界线 性 算 子 谱 的 基本 性 质 

在 本 节 中 ， 我 们 讨论 在 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 
谱 的 性 质 . 

定理 2.1 变 世 是 复 Banach 空间 ,TE 环 (和 X) ,车 | 到 < 
则 (7 一 和” 存在 , 它 是 定义 在 全 空间 天 上 的 有 界线 性 算 子 ， 并 且 


(2. 1) (7 一 四 -= SM TT 
7 二 人 0 


(这 里 , 级 数 按 弛 ( 芷 ,对 ) 中 的 范 数 收敛 ), 同时 


1 
7 一 四) -中 和 -一 =- 


证 明 由 于 17"|<I71", 当 |T1<1 时 ,级 数 2717"| 收 化 ， 因 
X 是 Banach 空间 ， 于 是 罗 (XX， 天 ) 是 Banach 空间 ， 故 由 级 数 
>J7" 绝对 收敛 可 推出 此 级 数 收敛 ( 见 第 五 章 $ 2 习题 4), 设 此 级 


数 按 瑰 ( 民 , 屋 ) 的 范 数 收敛 于 SE 胱 (和 ， 瑟 )， 剩 下 只 需 证 明 8 = 
(1 一 7)"'， 事实 上 , 容易 验证 
(2. 2) (7 一 T) (T+ 人 DT 寺 … 二 TT*) 
= (T+ 人 T+ TT) (7 一下) 一 7 一 2 

因 ]171<1, 令 no 则 17”* 中 IT1**->0, 即 T+! 趋 于 零 算 子 , 故 
由 (2. 2) 式 可 得 

(1—7)S=S(1—7T)=1 
这 表明 8=(7 一 2) 7 有 即 (7 一 TV) "= 二 于 于 人 十 …， 由 此 可 得 
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定理 2.2 设 蕊 是 复 Banach 空间 ，TE 才 (对 ,六 ), 则 了 的 正 
刻 集 p(T) 是 开 集 , 从 而 了 的 谱 o(T) 是 闭 集 . 

证 明 车 p(T)=; 则 p(T) 是 开 集 。 (我 们 将 在 定理 2. 3 中 
看 到 , 实际 上 p(T) 关 人 O.) 

车 p《T) 关 @, 取 NEp(T)， 对 任意 的 复数 黎 有 

AI—T= (hl—7T)+ (4—1)I 
一 [7 十 (4 一 40) (hI—7T)-'J(N1—T). 
=I++ (4 一 0)(4o7 一 T)"，， 由 于 dep(T)，0 关 (NI 一 7) -iE 
胸 ( 瑟 , 和)， 应 用 定理 2. 1, 当 4 满足 
14 一 4 去 | (47 一休 ) 吉 二 
时, 即 1 一 (4 一 机 ) (4o7 一 全 ) -下 <1 时 ,SS 的 逆 S~! 存在 并 且 是 有 界 
的 考 罕 术 一 了 =5《 加 1 一 7), 其 右 端 的 两 个 算 子 1 一 了 及 5S 的 
逆 算 子 都 存在 县 有 界 , 故 好 一 了 的 逆 算 子 也 存在 且 
(AF— TT) = (N12) -18-1 
是 有 界 的 ， 综 上 所 述 , 存在 4 的 邻 域 
U40)= {2 A= hhT— 7?) 7 ), 
使 得 U (io0)CAP()， 由 为 的 伍 避 性 得 到 jo(T) 是 开 集 , 从 而 o (7T) 
是 闭 业 ， 日 
定 奸 23 设 素 是 复 Bdneach 空间 ,TEGB (XX,X), 则 o(T) 是 
复 平面 C 上 的 有 界 六 集 ( 从 而 是 紧 集 ), 并 和 县 对 每 一 个 共 o( 人 T) 必 有 
[4 和 过 | 中， 


由 此 可 知 (2 天 人 
证 明 ”由 定理 2. 2, 我 们 只 须 证 o(7) 有 界 ， 为 此 我 们 只 要 证 
明 o(T)C{24|1 和 <?), 或 者 只 要 证 明 它 的 等 价 的 结论 ; 
(2. 3) (41>17D Ep?). 
事实 上 , 当 |141>jzilj，| 训 和 | < 由 定理 2 1 
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(A1—7)- (7 -了 并 ar) EB(X, X), 


故 i 府 p(7). 因此 (2.3) 得 证 ， 祭 下 部 分 的 证 明 是 显然 的 ， 日 

应 该 指出 ， od E 面 定理 的 证 明 , 我 们 可 将 定理 2. 1 推广 到 更 
为 一 般 的 情形 ， 设 五 是 Banach 空间 , FE 呈 ( 和 和 ). 当 14 二 和 
时 ， 应 用 定理 2. 1 性 不 仅 和 到 有 办 坟 性 外 于 《41--T)"! 可 以 展 
开 为 如 下 的 级 数 


1-n) "= 寺 允 (和 ) -二 让 P+ 


而 且 还 可 知 它 的 范 数 满 足 不 等 式 


一 -nD "<prar 


定理 2.4 设 了 是 复 Banach 空间 , TEB (到) 

(1) 在 4 是 人 的 特征 值 , 则 对 应 于 4 的 特征 加 量 空间 8,(7) 
是 蕊 的 闭 子 空间 ， 

(2) 设 4 和 4 加 是 了 的 nn 个 不 同 的 特征 信 ， 2 是 对 应 于 
的 一 个 特征 问 量 (% 二 1,…, 8) 则 {2.… 24} 线性 无 关 ， 

证 明 (1) 人 对 应 于 4 的 特征 同 量 空间 (7T) 就 是 算 子 相 一 下 
的 零 空 间 ， 当 了 T 了 是 有 界线 性 算 子 时 , 47 一 全 也 是 有 界线 性 算 子 .而 
有 和 异 线 性 算 子 41 一 了 的 零 空间 是 X 的 用 也 空间 , 故 瑟 (2) 是 下 的 : 
闭 子 空间 . 四 

(2) 由 特征 问 量 的 定义 x 了 0 (三 1,，…，)。 我 们 用 归纳 过 
证 明 {z1,…, zw} 线性 无 关 ， 显 然 {z1} 线性 无 关 ， 现 设 {x1,…, Xx} 
线性 无 关 ， 要 证 {51,…, z+1} 线 性 无 关 ， 假 若 {71,…, zx+ 二 线性 相 ， 
关 , 则 zx 可 以 表示 为 21,…', Ys 的 线性 组 合 , 即 
(2. 4) J 十， 十 Q526。 
由 于 $i+1 是 对 应 于 +1 的 特征 同 量 , 夏 
.358. 


k 
(4 | 1-- TO) 3., 和 > (e+ 这 二 wi 


= Sa (hs— 1) zi=0. 
由 于 {z，… zt 线性 无 关 , 我 们 得 到 
Gi 41 一 4) 一 0 (=1,..., 8). 
而 友 : 一 矶 天 0， 故 wj=00G 一 1 18)。 由 (2.4) 知 zt 一 0 得 到 
矛盾 .因此 {z …, z4+1} 线 性 无 关 ， 应 用 归纳 法 , 结论 (2) 得 证 . 0 

注 在 定理 2.4 中 ，X 完备 的 假设 仅 由 于 特征 值 和 特征 同 量 
的 定义 中 假设 了 完备 的 条 件 ( 见 定义 1. 1)， 除 此 之 外 ,在 定理 
2.4 的 证 明 中 并 未 用 到 此 条 件 ， : 四 

从 定理 2. 3 我 们 知道 ,在 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 T 
的 诺 o(T) 古 有 界 的 。 另外 ,我们 还 应 指出 o(7T) 关 (证 明 从 略 ). 
由 此 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 ， 如 何 求 得 一 个 以 原点 为 中 心 的 包 
含 整个 庶 o(T) 的 最 小 闭 圆 域 ?下 面 我 们 先 介绍 一 个 概念 . 

定义 2.5 设 久 是 复 Banach 空间 ,TE 弛 ( 下 ,五 ). 令 

7.(T)= sup [4|。 
我 们 称 ro(Z) 为 算 子 全 的 谱 半 径 (spectral radius). 

由 定义 可 知 ， 算 子 人 的 谱 半 径 7,(T) 就 是 以 原点 为 中 心包 含 
o(7T) 的 最 小 闭 贺 域 的 半径 。 定 理 2.3 给 出 了 谱 半 径 的 估计 式 
7,(T) 达 171.， 说 半径 的 准确 表达 式 可 由 下 面 的 定理 给 出 ， 

定理 2.6 设 承 是 复 Banach 空间 , TE 和 卿 (XX, 半 ), 则 


rT.(T) =1limV | 到 
证 明 路 ， 
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习 题 
]。 在 Cr0,1 i 中 滋 虚 算 于 方程 
2. 5) (十 2 一 护 
其 中 x,y《Ci0,1j, 算 子 T 了 定义 为 
| 
Tz) (1) | e'sr(s)ds (ZeEOFO0 1] er0, TD) 
0 


证 明 算 子 方程 (2. 5) 对 于 任 给 的 KCf0, 1 有 了 唯一 的 解 zE€CT0,1]. 
2。 设 算 子 人 TP; 1?->1? 定义 为 
T (Ei, E997) = (0 bs Eas nn)y 
这 里 2 二 (8&1 582y …)&1? 7 称 为 右 移 算 子 .证 明 7 兴 有 特征 值 且 p(T)== 
{AE€C 4 全 1 
3。 设 算 子 了 : 1?->l? (1<<2<oo) 定 叉 为 
了 (561 62) 一 (2 3) 
这 里 zx= 《3 Es E99 5 ) El?: 7 称 为 万 移 算 子 . 证 明 
pT)={ CIAI>IY, 
op(FT)= {AECELt| I}. 
4， 设 也 匙 复 平面 的 紧 子 集 ” tes|KN) 是 态 的 稠密 子 集 ， 定 义 算 子 
7T; 1:->1? 使 得 对 于 每 一 个 z= (£1 6, *…) El? 
7z 一 (anti， ax Css …)。 
试 证 明 : 
o (MT) =F,; 
op(T)= {an|n€EN}, 
oo(T)=F\{a, |n€ENY. 
5。 设 政 是 复 了 anach 究 间 ,TE 绕 ( 革 , 陪 ) 有 目 4, wuEp(T)， 证 蜡 
(条 一筹 -一 (AT 二 全) 一 (一 和 (4 一 个 -CU 一 至) 
6。 设 下 是 复 Banach 窗 间 ，?E 知 ( 系 ， 和) 且 XA€p(T)， 对 于 任 音 的 SE 
顺 (X, 下 ) ,车 了 与 38 可 交换 , 则 (47 一 2)-: 与 3 可 交换 , 即 
| (AT—T) -1S=S(A1—T)-. 
7。 设 天 是 复 Banach 空间 ,5,7TE 听 (外 ,对 )，、 证 明 对 于 任意 的 4Ep(S) 
Nop) 
(AI—S)71— (MAI—T) T= (17 一 S) (ST) CAT—T) -i. 
。360。 
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和 在 其 上 总 与 了 可 交换 的 条 件 ， 则 
(AT—AS) -1 一 (17 一 四 ) = 8--7) (A1—A8) -047 一 到) ~, 
8&。 设 天 是 复 Banach 空间 ,5S,TEHB (XX, 久 ) 是 ST=TS， 证 骨 
rs(ST) ro (SH)r, (T). 
9。 议 半 直 复 Banach 空间 ,TEB3( 了 了)， 党 人 满足 
a 

列 了 称 为 拟 赛 零 算 子 (quasi-nilpotent operator). 证 明 : 考 算 子 了 是 拟 
各 零工 子 , 则 o(T) 二 {0), 

10， 设 下 是 复 Banach 空间 ，T,< 三 (XX,X) (nSN)， 若 {TT,} 按 算 卫 范 
数 收 伍 于 了 = 务 ( 有 ) 2 是 了 的 正则 值 , 则 当 半 完 分 大 时 ，4 也 是 于 的 正 
财 倩 ， 晶 

ln .TT ) (AT—T) i. 


$3 紧 算 子 


萎 钳 如 让 的 积分 方程 
(3. 1) (47—7T)x(t)=y(t), 
这 里 (T2)(t)=| 不 (4,s)z(s)ds, 参数 本 C, (2 天 0 时 , (3. 1) 称 为 


旋 二 类 型 鲁 Fredholm 方 程 ; 2 二 0 时 , (3.1) 称 为 第 一 类 型 的 Fred- 
holm 方程 . ) 霹 区 (ts) 满 足 一 定 的 条 件 ，z 是 未 知 函 数 ,F. Riesz 
(1918) 和 J 了 .Schauder(1930) 成 功 地 把 Fredholm 关 于 线性 积分 方 
程 的 理论 拓 广 为 关于 紧 算 子 的 算 子 方程 (11 一 T)z=y 的 一 系列 理 
论 , 称 之 为 Riesz-Schauder 理论 , 它 使 得 Fredholm 的 理论 清楚 、 
简洁 地 展现 出 来 . 

在 本 节 中 , 我 们 先 讨论 紧 算 子 及 其 性 质 ， 

定义 3.1 疫 半 和 Y 是 赋 范 空间 , 7: X> 了 是 线性 算 子 , 车 
对 于 每 一 个 耻 的 有 界 子 集 村 , TCM) 是 了 中 的 列 紧 集 ， 则 了 T 称 为 
粽 线性 算 子 (compact linear operatof)， 或 称 为 全 连续 算 子 
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{compietely cohtinuous linear operator) , 简称 为 紧 和 近 了， 

下 面 , 我 们 给 出 又 算 子 的 一 些 特征 和 性 质 ， 

引 理 3.2 设 卫 和 了 是 赋 范 空间 , 7， 卫 -> 了 是 线性 算 子 . 

(1) 7 gn 个 总 的 有 界 子 集 双 ,ZTC21) 
古 了 中 的 柠 集 . 

(2) 丰 了 是 紧 算 子 , 则 了 是 连 续 的 ， 

证 明 (1) 充分 性 是 明显 的 ， 现 证 必要 性 ， 设 {y,} CT(M). 
对 于 每 一 个 zx€ 及 ,存在 mmES3 使 得 


1y, Tz, 1 < 


由 于 人 起 灯 党 子 , 则 4xsj 有 一 个 于 序 刚 {3%} 使 得 Tz >ySY， 于 
是 得 到 yET(M) .由 三 角 不 等 式 
[ga —y < yO— Tad Tx —y) 

可 知 , {yn} 的 子 序列 {yn,} 收敛 于 yy， 因此 7T(M) 是 紧 集 . 

《2) 于 中 的 单位 球面 5 {x€E 革 [xz| = 和 是 有 界 的 ， 因 了 是 
紧 算 子 , 故 7(5) 是 了 中 的 紧 集 ， 根 据 第 二 章 定 理 8. 2， 了 (8) 是 
有 界 的 , 即 

,Sup 1Zzl<<ecoe 


因此 是 有 界 的 ,或 者 说 了 是 这 炎 的 .站 

下 面 的 例子 表明 连续 的 线性 算 子 不 一 定 是 紧 算 子 ， 

例 1 设 六 是 无 限 维 赋 范 空间 ， 那 末 恒 等 算 子 TJ: 卫 > 于 显 
然 坪 连续 的 ， 但 了 不 是 紧 算 子 。 因 为 在 无 限 维 空间 中 ， 单 位 闭 妹 
MM=={zxEXI]zl 专 1} 不 是 紧 集 ( 见 第 五 章 定理 3. 8), 因此 7 有 到) = 天 
不 是 列 紧 集 . 

定理 3.3 设 开 和 了 工 是 距 范 空间 , 2， 三 ->Y 是 线性 算 子 . 

(1) 若 有 耻 是 有 界 的 且 dimy(X) 一 co, 则 下 是 紧 算 子 . 

《2) 若 dim 和 一 co, 则 下 是 紧 算 了 
。362 。 


证 明 (1) 设 收 是 瑟 中 任 一 有 界 集 ， 由 于 下 是 有 界 的 ， 则 
T(M) 是 了 (XX) 中 的 有 界 集 ， 由 假设 T(X) 是 有 限 维 的 ， 故 7 (2M) 
足 T( 玉 ) 中 的 列 紧 集 ( 见 第 五 章 定 理 3. 6), 从 而 T(M) 是 了 中 的 列 
紧 集 . 

(2) i en 则 下 是 有 界 的 ( 见 第 五 章 定 理 5.1)， 而 
T(X) 也 是 有 限 维 的 ( 见 第 五 章 3$1 习题 6)， 故 由 (1) 知 ,7T 是 紧 算 
子 ， 

定理 3.4 设 {7T,} 是 赋 范 空间 避 到 Banach 空间 了 的 一 列 茶 
算 闻 -， 若 {7) 一 致 收 化 7( 即 17, 一 ->0), 则 了 也 是 紧 算 子 . 

证 明 设 {zm) 是 处 中 的 有 界 序列 ， 我 们 用 对 角 线 方法 在 
{Tx} 中选 到 一 个 收敛 子 序列 | 

[ 同 了 T) 是 紧 算 子 ， 故 存在 {za} 的 子 序列 fen}》 使 得 { 代 zi,m} 收 
级 ， 义 因 了 T, 是 紧 算 疗 , 故 存在 {zm} 的 子 序 到 {zzsm} 使 得 {2azsm 
收 级 ， 如 此 继续 下 去 ， 可 从 {zam} 中 选 出 子 序列 {zai1m} 使 得 
{Tizo4 mj 收 化 选取 对 角 线 序列 {zmm), 则 它 是 {zm 的 子 序列 ， 
间 昌 对 王 每 一 个 固定 的 正 整数 1, 序列 {Tnxwom} 收 化 . 

由 于 {zm} 是 有 界 的 , 可 设 存在 c>0 使 得 jznl<c(mEN).， 于 
是 [zmn|<c(mEN)， 对 于 任意 的 e>>0, 由 于 7,>7, 则 存在 正 整 
数 入 使 得 

TT| < 
因 收 合 序 到 {Txzmwnj} nex 是 Cauchy 序列 , 改 对 于 上 述 任意 的 e>0 
存在 正 整数 入 ,使 得 当 ?2, g>> Ni; 时 
| Tx Pp TAX oa | < 二 
于 龙 当 7, 9>N; 有， 


| 了 pp 一 了 Ion | | 47pyp 一 Tyrp,pl 
es a63s 


RE Et 和 


证 | Tyr posp -dng : IT yx dg Tra) 
? ' < 
| 一 wll ( EF TT | 2a, ) 3 


< (eto) tse 


歼 {Tzmm} 丰 Cauchy 序列 ， 而 了 是 完备 的 ， 则 {Tzw} 的 子 序列 
{Zzmm} 是 收敛 的 ， 因 此 也是 紧 算 子 ， 0 

记 弛 (XX, 了 ) 为 赋 范 空间 到 赋 范 空间 了 的 紧 线 性 算 子 的 全 
体 组 成 的 集 ， 由 引 理 3. 2 知 , 疗 。( 和 7) 和 CC 季 (7)， 我 们 还 可 以 
进一步 得 到 如 下 结论 . 

定理 3.5 设 卫 和 了 龙 赋 范 空间 , 则 

(1) 多 。(X, 了 7) 是 绥 (X,Y) 的 线性 子 空间 ; 


(2) 若 工 是 Banach 空间 ， 则 多 (和 ,了 ) 是 更 (X, 了 ) 的 闲 子 


空间 , 从 而 多。(X, 了 ) 是 Banach 空间 ， 
证 明 贸 作 习题 ， 
例 2 设 算 子 T; CLa,25j->CLa， J] 定义 为 


(Tx) (1)= | KG, sjr(s)as ‘(xzECLa,b |), 


其 中 下 (4, s) 是 [a,8]x[a,5] 上 的 连续 函数 , 则 了 是 紧 算 子 ， 
”我 们 容易 看 出 ,了 是 线性 的 ， 对 于 zEC[a, 2], 由 
作业 WE max | Kl, s)z(s) ds 


5 
<jzjmax | IKC, s) lds 
Ed, od 


可 人 知 TT AS 有 界 的 ， 现 证 了 本 议和 丰 Ca, bj 中 的 有 邢 集 ， 


即 存在 c0， 使 得 ix] <<c(zEAM)， 于 起 1Tzxl 志 ijTie(zxEM)， 即 
T(M) 是 有 界 和 的 、 由 于 楼 下 (t 8s) 是 和 b ]xFa, bj 上 的 连续 
函数 ， 从 而 是 一 致 连续 的 ， 则 对 于 任意 之 0， 存 在 0>0 使得: 
SETo 6, 1t,—t,|<o HT 
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(E85)— Kt,, 3)| 一- 一 一 一 一 
因此 ,对 于 每 一 个 zS 3 当 | 直 一 如 < 时 
ToD T=|| Kt,s) 


(5— Bay 


一 (ts s)) s(s)ds 


<<(0 一 一 全 ) 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 0 一 上 


C5— a)c 
这 表 胃 TOWUM) 是 等 度 连 续 的 ， 由 Arzela- Ascoli 定理 (第 二 . 僻 定 
理 8. 6) 知 ,TC3D 是 CLa, 四 中 的 列 紧 集 。 因此 了 是 紧 算 子 . 

定理 3.6 设 X 丰 赋 范 空间 ,TE 多,， 革 ),，,SE 拓 ( 革 , 半 )， 则 

SEHARX, XA)H STECH., ( 苹 ， 及) 

证 明 设 必 是 是 和 中 的 有 界 集 , 则 SCM) 是 中 的 有 扯 集 ， 于 
是 TS( 戏 ) TCS(CM)) 是 了 中 的 列 紧 集 ， 故 78 是 紧 算 子 . 

由 于 了 是 紧 算 子 , 则 也 (到 ) 是 列 紧 集 ， 因 8 连续， 故 ST CM) 
-SCT (90)) 是 入 中 的 列 紧 集 。 0 

定理 3.7 设 开 和 了 是 赋 范 空间 - 车 TEGB,(X, Y)， 则 也 的 
值 域 RCT) 在 了 中 是 可 分 的 ， 

证 明 “对 于 以 及 元 素 9 为 中 心 .n 为 半径 的 开 球 B=B(9, n) 
CX(nEN), 因 人 TT 是 紧 算 子 , 故 0C, 二 T(B,) 是 别 紧 集 ， 而 列 紧 集 是 
可 分 的 ( 见 第 一 章 定理 8. 10 及 引 理 8.9), 故 0 是 可 分 的 (ne NN). 
由 于 耻 = |B 以 及 


n=1 
HT) 了) 一 日 T(B.) 一 (Uj Cn 
到 一旦 二 1 
央 此 乳 (2) 和 可 分 上 的。 


起 理 3.8 民生 利于 下 同 范 纪 间 ， 有 了 和 药 。S)， 媚 了 把 


bp 后 号 


天 中 的 弱 收 化 点 列 轴 为 于 中 的 强 收 伍 点 列 . 

证 明 设 四 中 的 点 列 {zw} 弱 收敛 于 x.EXX， 容 易 看 出 ，{Tz，} 
在 了 中 弱 收 敛 于 Tzo， 我 们 证 明 {Tx} 强 收 敛 于 Tzo， 假 车 此 结 
论 不 成 立 , 则 存在 ee> 0 以 及 {fzs} 的 子 序列 {z。} 使 得 

[Tz — Txol eo (AEN ), 
由 第 六 章 引 理 5. 2， 弱 收 伍 序列 是 有 界 的 ， 于 是 {zn} 是 有 界 
的 .由 假设 7 是 紧 算 子 ， 则 {Tz;,} 有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 设 其 为 
{97}， 并 设 {yy} 收 钙 于 办 由 此 可 知 {g} 弱 收敛 于 yo， 由 弱 极 限 
的 唯一 性 , 得 到 %=Zxzo。、 这 样 ,我 们 得 到 了 如 下 的 矛盾: 
|y;— gol —>0 Bly;—yol >eo. 

定理 得 证 ， 是 : 

定理 3.9 设 X 和 了 足 赋 范 空间 ，X* 和 Y* 是 它们 的 对 偶 空 
问 . 若 了 : 支 > 了 是 紧 算 了 , 则 伴随 算 子 了 *: 了 *->X* 也 号 紧 算 子 . 

证 明 设 B 是 Y* 中 的 任 一 有 界 集 , 并 设 

lgl<e (gEB). 

(1) 我 们 证 明 2*(B) 足 和 * 中 的 完全 有 界 集 ， 为 此 ， 对 于 任 
意 的 "> 须 证 P*( 有 有 一个 有 限 e- 网 . 

记 马 中 的 单位 闭 球 为 M， 即 用 = {zE 瑟 zj 入 1， 由 于 光 是 


紧 算 子 , 则 了 Ca) 是 列 紧 的 , 从 而 它 是 完全 有 界 的 ， 对 于 es = 二 ， 


7( 了 4) 中 有 一 个 有 限 si- 网 , 设 其 为 {Tz1,…， Tzo}， 这 里 wyENM Gi 
1,…,7)， 于 十 ,对 于 任意 ze 有 MH 存在 iE{1,…,n} ,使 得 


个 2 ， a 
(3. 1) | Tr .i | I 
定义 线性 算 子 S:Y*->R" 使 得 对 于 氏 一 个 gEY* 
(3. 2) | 9 一 (9(TZ1) ,9 (Tx,)). 


因 g 和 都 是 有 界 的 , 故 5 是 有 界 的 ， 由 于 dimnSts)<m， 应 用 
» 36 。 


定理 3. 3(1)， 我 们 可 知人 是 紧 算 子 ， 因 吾 有 界 ， 故 8(B) 全 列 紧 
集 , 从 而 是 完全 有 界 集 ， 因 此 8(B) 有 一 个 子 -网 , 设 其 为 {S9;，…， 


Sgm} ,这 里 giEB(i=], ,mm). 于 征 ， 对 十 任意 g€B 存在 KE{1, 
… 2} 使 得 


(3. 3) lSg—Sgrl < 


(注意 这 里 的 范 数 古 RR* 中 的 范 数 )， 下 面 我 们 证 明 (T*g1, 
go 是 了 (万 ) 的 网， 事实 上， 对 于 任意 wxwEMM 必 存 在 iE1{1， 
使 得 (3. 了 DD 成立; 对 于 任意 958B 必 存 在 在 局 人 使 得 (3. 
3) 成 评 ， 收 出 (3.2) 对 于 每 一 个 经 1 2 有 
19(Tz) 一 ge Sg(Tz)) — gr Tr) 1 
1=1 
= sg—Sgrl*<(4) . 
综 目 所 I 证 ,我们 得 到 
lg (Tx) — 9 (Tx)) < 1g(T7x) — 9(T2,)| 
+|g(Tz,)— gr (TY,)| / 
+19: (Tx) — gC(TY)| 


< 49 种 7z 一 Pzil 十 全 


|g ITz— Trl 

3. 

4 别 

因此 ,对 于 任 党 9EB 存在 BE{1,…, mm}, 使 得 
IT*g— 7T*g,! = SUP | (T*(g—g:)) (7)| 


€ £ a 
et C40™ 


= Sup 19(72) 一 gr(72) <e. 
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这 表明 {77"9g5 pgo} 龙 了 (23) 的 有 限 网. 
(2) oi 中 的 完全 有 界 集 。 事实 上 ， 对 于 任 巧 的 8 


>0， 由 (1)7T*(B) 利 一 个 有 限 六 -网 ， 设 其 为 也 = - {1° 六 对 


于 任 一 gET*(CB) ， 则 在 在 goET*(B) 使 得 1g-- go1 去 < 可 而 对 此 
go 又 存在 hEDH 供 得 lg 一 | -. 朵 星 
Eg | 十 hi. 
ig—hil lg— 9 二 1 90— Eee €。 


这 表明 五 是 7*(B) 的 有 限 e- 岗 ， 
现在 , 由 上 面 的 证 明 及 屋 * 的 完备 往 知 ,7*“(B) 是 完备 的 完全 
有 界 集 ， 应 用 第 二 章 定理 8. 10, 则 得 到 Ye*(B) 起 于 * 中 的 紧 集 . 
因此 7* 是 紧 算 子 . 定理 得 证 ， 1 


习 题 

1， 设 瑟 和 了 是 赋 范 空间 ,了 :和 -> 了 是 线性 算 子 ， 证 明 ; 7 了 息 紧 算 子 的 充 
分 必要 条 件 是 ,对 丁 每 -~ 个 中 的 有 界 序 列 {z,}, {Z2} 在 工 中 有 收敛 的 子 片 
列 ， | 

2， 设 且 和 了 是 冉 范 空间 , T: X~> 了 是 线性 算 子 ，U 是 天 中 的 单位 开 球 . 
证 明 : 了 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 TPT(D) 是 了 中 的 紧 集 ， 

3， 设 天 是 无 限 维 的 Banach 空间 ,TE 名 。(X, 久 )， 车 T 7! 存在 ， 则 说 
必 足 无 界 算 二 

4。 证 明 本 -定理 3. 5， 

9。 定义 算 子 了 > 使 得 对 于 每 一 个 * 一 (é1 62» °°*) EL’, 

T= (6 £1 0 0 1), 

显然 T, 是 有 界线 性 算 子 (EN)， 试 证 : 

(1) 7 是 紧 算 子 (nEN). 

(2) {Tj} 强 收敛 于 和 恒 等 算 子 了 即 对 于 每 一 个 25L? ,T,X>2 二 17. 
此 例 说 肖 Banach 空间 到 Banach 空间 的 强 站 人 黎 的 紧 算 子 序列 的 极限 术 必 
e 368 。 


x 深 外 了 丁 。 
6G, 二 双生 了 T, 【2 一 > 使 低 对 于 得 -一 个 二 (5 2 EL 
1 1 
Te=(&, PE "yy ns 小 
17。 定义 算 子 T, Ul->1? 使 得 对 于 每 一 个 光一 (5 £,， "+0) EL 
r=y= (Ti 7""'), 
这 下 


oo co oo 
01= > js > > ,|aji 一 co， 
此 二 1 


f=1k=1l 
证 明了 是 紧 工 了 . 


$ 4 紧 算 子 的 谱 


在 算 子 的 谱 的 研究 中 ， 仅 仅 有 少数 的 几 类 算 子 现 已 取得 一 系 
列 完整 结果 , 紧 算 子 朗 是 其 中 的 一 类 , 紧 算 子 的 谱 的 理论 在 现代 程 
分 方程 理论 中 具有 重要 的 地 位 ， 本 而 介绍 F. Riesz 和 J. Schau- 


示 赋 范 空间 卫 到 半 的 紧 香 子 的 全 体 . 

5 引 理 4.1 讽 半 钙 赋 范 罕 邮 ,TE 委 ,( 站 , 症 )， 对 于 对 一 个 数 7 
0, 人 鼻子 4 一 了 的 丛 三 是 下 的 闭 于 空间 ， 

证 明 记 2;= 太 一 T， 假若 TT,( 针 ) 不 是 芋 中 的 闭 集 ， 则 在 在 
yg:(XNTA(X) 以 及 {xn} CC 芳 , 侠 御 
(4. 1) yn = Dr >Y. 
易 知 Ti( 半 ) 是 基 的 线 注 子 空间 ,05T,( 六 )， 克 YY 了 09， 于 十 椰 在 20 
EN, 使 得 对 所 有 的 ?2 宇 m6 和 独 有 9 关 ， 或 省 说 Xs&AN(T,)， 我 们 不 
炉 设 这 一 结论 对 所 有 的 % 部 成 立 ， 由 寺 宕 空间 WV(TD) 是 闭 的 ， 政 
对 每 一 个 n€EN 


i 


由 下 确 界 的 定义 , 存在 2.EwW (7T;), 使 得 
(4. 2) an= z， -2 一 20， 

现在 我 们 证 明 ao.= jz 一 zj->co (n->co)。 假若 此 结论 不 成 
了 让， 则 这 一 2 是 一 个 有 春 序 列 ， 由 于 了 是 紧 算 子 ， 则 {T(x; 一 
zn)} 有 一 个 收敛 的 子 序 州 ， 因 4 妆 0， 易 知 1T 二 A471(T-+T,) 注意 
到 7;z, 二 9, 我 们 有 


zo 了 1 (Xn— Zn) = 了 [T(zn—z1) 十 人 2] 


因此 {z, 一 2 有 -个 收 丝 的 子 序 列 {fz 一 2 )}。 设 sn 2 由 
7T; 的 连续 性 知 
Tz, = TF, 2a) >TV,. 
由 (4. 1) 及 极限 的 唯一 性, 得 到 了 Tv 二 y， 干 是 yeET,( 了 了 )， 此 与 所 
设 玫 盾 . 
今 wi 二 二 (x4 一 20); 则 上 wo =1， 由 于 as->00, fizdj 收 敏 以 
及 了;z,=-09, 我 们 得 到 


(4. 3) Tip 一 二 了 zw 
从 Z 一 人 (4 一 T,) 可 推 得 
(4. 4) wn = (Tio Tw;) . 


考察 (4. 4) 的 右 端 , 由 干 T 是 紧 算 子 且 {www} 有 界 ， 歼 序列 {Tw} 有 
一 个 收敛 的 子 序列 ， 自 (4. 3 引 ) 知 {Tiwp} 收 化， 因此 {w,} 有 一 个 收 
钙 的 子 序 列 iwry}。 设 ww,,->w。 由 (4.3) 及 极限 的 唯一 性 ， 得 到 
Tw 二 0, 天 wEAH(Ti)， 对 于 每 一 个 xEN, 因 ziEA(T), 故 
Un = Za WwWELT,). 
因此 jz 一 好 1 之 606。 于 是 从 
0 < 妇 j xz 一 (za 十 oa20) | = lanws— anw) 


® 370 。 


= 0 Wa 0 20 一 四 | 
tio oe Mm 引 理 得 证 ， 日 


5j 理 42 设 太 足 帕 范 空间 ,ZTE 屯 。( 和 ,和 X)， 数 4 和 关 0， 则 对 于 
Cf pe 


《4. 5) (M1 T SY 
全 少 有 一 个 解 x 满足 
(4.6) izI<clhyl, 


其 中 是 一 个 与 了 无 关 的 常数 ， 
证 明 设 z 和 z 定 方程 (4.5) 的 解 ， 那 未 (47 一 罗 ) (3 一 20) = 
49。 我 们 固定 zo 令 :一 2 一 2 则 方程 (4.5) 的 解 > 可 以 表示 为 
(4.7) os 
其 中 zsEAV (4 一 2)， 反 过 来 ,对 于 每 一 个 zEW (47 一 个) ， x 二 zo 十 
z 俐 站 方程 (4. 5 的 解 。 对 于 此 固定 的 xz 令 
8 = inftilzo 十 zzE (AT—T)}. 
由 下 确 界 的 定义 ,存在 zaE.(47 一 他 使 得 
(4. 8) [zotzn)—>h (n->00). 
因此 {o 2 十 有 究 的 ， 因 
zal = 202s) — zo lzot zl + rol, 
夏 {tz 相 下 有 务 的 。 由 于 了 是 紧 算 子 , 则 {zz} 有 收敛 的 子 序列 ， 注 
意 到 当 4z0 时 ,>znE (4 一 了) 意味 着 了 2 一 42 我 们 可 知 {z} 有 
一 个 话 伍 的 子 序列 ， 说 其 为 {z 有 旦 zz。 因 .1(47 一 2 是 闭 
集 , 政 zoSo(C4 一 人 站， 由 范 数 的 连续 性 及 (4 8) ,我 们 得 到 
rot zol = limizot zn,l=h. 
上 述 证 明 表明 ,对 每 一 个 yeB(41 一 了 )， 对 应 于 y 的 解 集中 包含 
一 个 最 小 范 数 的 解 x'==zo 二 20, 即 x' 满足 (47 一 20)2 = 且 和 中 = 
min {izl] (7—7)x=y). 
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现在 证 明 , 存 在 一 个 与 无 关 的 常数 c， 使 得 对 于 任 巧 和 拓 
RH(41 一 T) ,其 对 应 的 最 小 范 数 的 解 x' 满足 (4.6)， 假 若 这 样 的 这 
数 c 不 存在 , 则 存在 一 个 说 列 {9;} 使 得 


1 号 | yO 

(4.9) yl (°°)) 

这 里 4 满足 (G27 一 7)z% 一 9 且 1z41 二 min {jzl| (47 一 7)z=y,}. 
由 于 


lazanld = min{lzi| (47—T)z=%y,}, 
容易 看 出 ,不 类 一 般 性 可 设 (4,9) 中 的 Izs1==1， 于 古 ， 由 (4. 引 式 
得 到 
(4. 10) [yal->0 (n>00). 
由 于 {x%} 是 有 界 集 以 及 T 了 是 紧 算 子 ， 则 {Tzs} 有 一 个 收敛 的 子 压 


列 , 设 其 为 (Tz4,} 且 Tz 和 ,>vo， 令 2 二 地 v6; 网 


(4. 11) . Txn ,>Aro (k—>00). 
南 加 一 (27 一 到 2 一 42 一 了 帮 以 及 (4. 10) 和 (4. 11) ,我 们 可 得 到 
(4. 12) z= Toh ys) 0 (有 ->co)， 


因 人 了 连续 , 故 Tx, 一 Txo， 由 (4.11) 及 极限 的 趴 一 性 ,得 到 Tzxo6 -= 
Azo 好 zoEAN(NU 一 了 )。 由 于 (I 一 了 )z% 二 Yn; 我 们 念 z 一 7z5 -YX0， 
由 x 满足 (41 一 TD)x 二 yn， 而 xr 是 具有 二 小 范 数 的 解 , 故 
[z= 1z zol 宇 Izn|=1, 

比 与 (4.12) 所 示 的 收 钙 性 相 矛 逢 . [5 

为 了 下 面 的 定理 的 需要 ， 我 们 给 出 赋 范 空间 与 它 的 对 侦 空间 
的 元素 之 间或 党 全 i 之 间 正 交 的 概念 ， 

定义 4.3 设立 古 赋 范 空间 , 羡 *” 古 它 的 对 偶 空 间 . 

(1) 对 于 zeX,JEX*, 若 (7Y)= 二 0， 则 称 z 与 了 正 交 (ortho- 
gcnal), 记 为 +f. 
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《2) 对 于 4CX,BCX”， 耕 对 村 每 一 个 zS4 及 每 一 个 大 有 
-都 有 zf 则 称 4 与 8 正 交 , 记 为 414B. 特别 地 ,对 于 zE 蔷 ， 当 
{7} 与 B 正 交 时 , 称 z 与 B 正 交 , 记 为 z |B; 对 于 feX*， 妆 4 与 
{ 丹 正 效 时, 称 4 与 了 正 交 , 记 为 4 让 

定理 4.4 设 了 是 Banach 空间 , TE 和 ,( 半 ,下 ). 

(1) 设 ye 半数 4 天 0, 则 方程 
《4.5) : (AI—7T)72=y 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 yg] AW(41* 一 7T*)， 这 里 1* 是 牙 * 上 上 的 恒 
等 算 子 . 

(2) 设 gEX*, 数 4 了 0, 则 方程 
(4. 13) (41°—7T*)f=9g 
有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 gL|w(41 一 7) 

证 明 (1) 必要 性 ， 设 方程 (4.5) 有 解 *， 对 于 每 一 个 f€ 
AT*—T*), / 

f(D)=f Az—T27)=Af(7)—fT2) 
=Af(7)— (TI)(7)=L(A7*—7T*)fI(z)=0, 
故 yL YM 一 7T*). | / 

充分 性 。 若 y=0， 显然 方程 (4.5) 有 解 2=9。 现 设 y 上 
-NH(A1* 一 T*),y 承 9， 易 见 方程 (4.5) 有 解 等 价 于 算 子 术 一 7 的 值 
域 G5C47 一 2 包含 g， 故 只 要 证 明 皇 灾 (47 一 下 .假若 铬 (47 一 
了 7) 因 逐 (47 一 2 是 天 的 闭 子 空间 ( 见 引 理 4. 1), 故 有 =inf 人 jy 一 
2 zcc2047 一 个)} 盖 0，、 由 Hahn-Banach 定理 之 推论 ， 存 在 foE 
.五 * 使 得 ， 

foly)=%, fol=18 fo(z)=0 (2zERHA—T)). 
:因为 ,对 于 每 一 个 xzE 有 Ax 一 TzE 统 (AI1 一 T), 故 
(Mfo— Tf)F)= foAr— Tr)=0. 
于 是 4fo 一 T*f, 二 0, 或 者 说 foEH (41* 一 T*)， 由 假设 YL(A1* 
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一 2 )， 故 廊 ( 力 三 0 此 与 帮 C0D 三 4>>0 相 不 盾 . 
(2) 必要 性 ， 设 方程 (4.13) 有 解 也 对 于 每 一 个 xEVW (A 一 
7), z 
g(72)=(Af— Tr)=Af(7)—f Tz) 
=f((47—7T)27)=0, 
故 9 YMAT—7). 

充分 性 ， 设 9 上.A(C47 一 2)，9 天 009=0 时 结论 显然 成 立 ) 对 
于 每 一 个 YE 到 (41 一 7T), 则 有 XE 革 使 得 y= 二 (41 一 TYx。 在 统 (41T 
一 也) 上 定义 fo 使 得 \ 

(4. 14) fy)=g97) (y=(A—T)rERA—T)). 
我 们 须 指 出 , fo(9) 与 满足 y= (A417 一 T)z 的 ~ 的 选取 无 关 ， 从 而 表 
明 fo 确实 古 一 个 统 (41 一 T) 上 的 泛 葬 ， 事 实 上 , 否 又 有 一 个 x 
天 满足 y= (47 一 T)z', 则 z 一 2*EN(U 一 TP), 因 gj4w(A1 一 7T)， 
故 g(x 一 z')=0， 即 g(7)=g(zx')， 因 此 按 (4.14) 定 义 的 fo 确实 
征 一 个 泛 图 . 

由 于 47 一 和 和 9 是 线性 的 ， 易 知 fo 是 线性 的 ， 现 在 证 明 fo 
是 有 界 的 ， 由 引 理 4. 2, 对 于 每 一 个 yE 统 (41 一 T)， 
应 的 解 *( 即 > 满足 g= (47 一 7?)z)，, 使 得 

lzl<<clyl, 
这 里 常数 ¢ 与 无 关 ， 于 是 
|fo(y)|=1g9(x)| < lollzl<el gl ly!l. 
因此 fo 是 有 界 的 . 

由 Hahn-Banach 定理 , fo 可 以 扩张 为 耻 上 的 有 界线 性 江 沙 

了 且 保 持 范 数 不 变 ， 这 样 ,对 于 每 一 个 XE ， 
[COAT*—T*)f z=Af7)—f Tz) =f((A—T)z) 
=fo((4I—7T)7) =0(7) 
故 f 是 方程 (4. 13) 的 解 。 是 
。374 。 


定理 4.5 设 成 是 Banach 空间 ,ZE 态 ,( 工 ,三 )， 数 4 关 0， 则 
4 十 全 的 正则 值 的 充分 必要 条 件 是 下 列 二 条 件 之 一 成 立 : 

(1) (47 一 下) 三 天, 即 24(47 一 2 四) 一 与 ; 

(2) (47 一 ?7)2z=0 只 有 老 解 . 

证 明 我 们 先 证 明 (1) 与 (2) 的 等 价 性 ，(1D) 二 (2)， 设 (1) 成 
3Y, 令 
(4.15) N= {rEXR|(A— T=0 neEN). 
由 于 《47 一 ?) 是 有 界线 性 算 子 ， 故 .NV, 是 对 的 闭 子 空间 ， 由 (4. 
15) 易 见 

VCAN CTAM CC 

假 才 (2) 不 成 立 ， 则 NN\{9} 关 CO， 取 zwJEAN1，21 源 9。 由 于 (1) 成 
六 ， 则 存在 zxEX 使 得 (41 一 7)zs 二 zx,， 于 是 又 存在 zsEX 使 得 
(X71 一 了 了)xs 二 xX。 依 此 类 推 ,可 得 到 一 个 点 列 {z,}, 其 中 x, 二 (47 一 
了 )zor1(nEN)， 因 xz, 关 0, 故 2 们 .总 ， 但 (47 一 人 1) 一 (47 一 人 7) 
二 0, 可 知 zc 因此. 是 VW, 的 真子 空间 ， 依 此 类 推 ， 可 以 
证 明 NW, 是 .和 的 真子 空间 (nsSN)， 由 Riesz 引 理 (第 五 章 引 
理 3. 7) 存在 Jrc- ,使 得 |y,l ==1 且 对 于 每 一 个 zEN。-! 有 


yz]>5  (nEN). 
对 十 正 整数 oz 当 m 二 n 时 有 drnC.p ii， 由 于 ynE wy 即 
G0=(AT—T)"yn = CAT— TA TYyn, 
我 们 得 到 (A417 一 T)ynEAN IC 1. 因此 T'ym = Aym — (I—T)yn 
EEN, 1 同样 又 有 (47 一 7)y,E.NV TD 故 
z= LUT)y TymJEN 
所 忆 当 和 < 有 时， 
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由 此 可 见 ,{gs 是 有 中 的 ， 但 (7Y 不 存在 收 敏 的 子 序 列 ， 此 与 全 
是 紧 算 子 矛 盾 ， 因 此 (2) 成 立 . 

(2) 二 (1)。 设 (2) 成 立 ， 即 (机 一 7) = 二 {0 ， 于 是 对 于 每 一 
个 gEX* 都 有 9] A ( 宦 一 7T)， 由 定理 4.4 (2)， 对 于 每 一 个 9E 
X*, 方 程 (41* 一 7*)f=g 都 有 解 , 即 (47* 一作 9) 和 + 一 和 *， 将 上 面 
(1)>>(2) 的 证 明 过 程 用 于 算 子 入 * 一 T*， 则 可 得 到 方程 (47* 一 
7T*)f=0 只 有 堆 解 于 是 对 于 每 一 个 8E 瑟 都 有 2 | .Ar(41 一 
7T*)。. 由 定理 4.4(1), 对 于 每 一 个 ye 也 ， 方 程 (41 一 7T)x=y 都 有 
解 , 即 (417 一 2) 瑟 = 和 因此 (1) 成 立 , 

现 设 4 定 卫 的 正则 值 , 显然 (1) 与 (2) 都 成 立 ， 反 之 ， 若 (1) 与 
(2) 中 之 一 成 立 , 则 (1) 与 (2) 缘 成 羡 。 这 时 47 一 了 是 斑 到 成 上 的 
双 射 ， 由 假设 开 是 完备 的 ， 应 用 道 算 子 定 理 ( 第 六 章 定 理 6.7)， 
47 一 的 道 算 子 是 有 办 的 .因此 4 是 全 的 正则 值 ， 昌 

Riesz-Schauder 理论 中 关于 紧 算 子 的 谱 的 主要 结论 可 以 表 
达 在 下 面 的 定理 中 . : | / 

定理 4.6 设 玉 是 Banach 空 间 ,TE 屯 。 (和 ,和 7) 则 

(1) 当 对 是 无 限 维 空 间 时 ,9 必 是 TT 的 谱 点 ， 

(2) 了 7 的 非 零 谱 点 必 是 卫 的 特征 值 , 即 对 于 任何 数 4 关 0， 或 
者 4 是 了 的 正则 值 ， 或 者 当 4 不 是 全 的 正则 值 时 ，4 必 是 下 的 特 ， 
征 值 . | 

(3) 当 数 4 尖 0 且 4 是 全 的 特征 值 时 , 对 应 于 4 的 特征 向量 空 
间 B:(T) 是 有 限 维 的 . 

(4) 了 的 谱 o(7) 或 者 是 有 限 集 或 者 是 仅 以 零 为 共聚 点 的 可 
数 集 . 

证 明 (1) 当 针 是 无 限 维 空间 时 ,假若 给 o(T)， 则 了 TT7! 就 : 


@ 了 7 和。 


是 有 界线 性 算 子 ， 由 定理 3.6 知 , 了 = 和 人 是 么 算 子 ， 此 与 $3 例 : 
1 的 结论 矛盾 . 

(2) 设 4 关 0 且 4 不 是 下 的 正则 值 。 由 定理 4.5(2)，(〈47 一 
了)7= 和 有 非 零 解 , 故 4 是 了 的 特征 值 . 

(3) 设 4 了 0 和 且 4 是 了 的 特征 值 ， 对 于 任 一 xzEB84(T), 有 Tz 
一 Az 设 用 是 吾 ;(T) 中 的 单位 闭 球 , {zx} 是 W 中 的 任 一 序列 . 由 
于 了 是 紧 算 子 ， 则 {Tz,} 有 一 个 收 钙 的 子 序列 ， 设 其 为 {Tzs,} 且 ， 
72z,,>X0。， 注 意 至 ,(T) 是 卫 的 闭 子 空间 ,我 们 得 到 


Tn /一 Av 


这 表明 如,(T) 中 的 单位 困 球 KM 是 列 紧 的 ， 从 而 及 是 吾 :(T) 中 的 
紧 集 ， 由 第 五 童 定理 3. 8 知 , ,(T) 是 有 限 维 舶 . 
(4) 我 们 只 要 还 明 , 对 于 每 一 个 c>0, 集 
{A€0(T) | || >e} 
起 有 限 的 . 假 车 此 结论 不 成 立 ， 则 存在 co>0 以 及 无 限 多 个 互 不 
相同 的 4,Eco(T) 满 足 |4,| 宇 co(nEN)， 由 (2) 知 ， 每 一 个 入 都 是 
7 的 特征 值 ， 对 于 每 一 个 4 设 xz, 是 其 对 应 的 一 个 特征 向量 ， 由 
定理 2.4, 所 有 的 这 些 w 的 全 体 组 成 一 个 线性 无 关 集 。 令 
M,=span{2,, 2.} (XEN). 

则 ,是 六 的 闲 子 空间 且 KH; 是 Wi 的 真子 空间 (nxEN).， 出 
Riesz 5| 理 (第 五 章 931 理 3.7)， 存 在 一 个 序列 {8,} 使 得 YE Mur 


zy = 二 1 且 对 于 每 一 个 xE MM, 1 着 有 1y, 一 | 之 性 
下 面 , 我们 考虑 
Tyr— Tym= Nya (Anyn ~— TY Tym). 
不 妨 设 mm 二 nn， 这 时 ynEM CHM =Spanfz zi 。 可 设 
gp 一 QI 十 
注意 到 9z=42zr(JEND) 我们 得 到 
e IT 


Tyn—=o NT nA Tn Mt 
对 于 加 一 agri 十 …… 二 ggozvEM。 我 们 又 有 
ys — TY = A (ost op) 
一 (of 4 十 十 an A Tn) 
QA AD 二 
i 一 4 JIC 玫 1。 


令 下 = 卫 (4 如 一 Ty 十 Tym)， 则 XEM。-, 于 是 
| Ty 一 全 gm > | 4 一 42 全 | 4 jy。 一 并 


1 1 
之 也 | 4 | 全 可 20 


这 表明 {2Zy 小 没有 收 丝 的 子 序列 ,此 与 了 是 紧 算 子 且 {g} 是 有 界 集 
的 事实 相 矛 盾 . 

Riesz-Schauder 理论 中 关于 紧 算 子 了 与 和 7 之 间 的 关系 的 主 
要 结论 归纳 在 下 面 的 定理 之 中 . 

定理 4.7 设 并 是 Banach 空间 ,TE 静 。( 扣 下)， 则 

(1) o(T)=o(7™). 

(2) 车 从 ol(T)( 或 o(7*)) 且 舌 0, 则 4 必 是 了 同时 也 必定 
了 TT* 的 特征 值 ， 对 应 于 同一 非 零 特征 值 4 gi 空间 B,(T) 
与 Z,(T*) 具 有 相间 的 维 数 . 

(3) 若 1 和 人 (4 天 /1) 分 别 是 了 和 T+ 的 特征 值 ， 则 特征 向 量 
空间 妃 (T) 与 B,(T*) 正 交 , 即 (7T) 6,(7T”). 

(4) 设 9EX, 4 去 0, 则 方程 

(AI—T)r+=Y 


有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 yj (MI* 一 T*). 
(5) 设 gEX*,4 关 0, 则 方程 
(A1*—T*)/=9 
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有 解 的 充分 必要 条 件 是 9.A(47 一 人) 
证 明 结论 (4) 和 (5) 就 是 定理 4. 14. 
(1) 只 要 证 明 p(2) 三 p 人 2Z 对 二 任意 慌 0(7T)， 则 (47 一. 
7T) < 新 (和 太 )、 对 算 子 47 一 2 应 用 第 六 章 定 理 32.6， 我 们 得 到 
((47 —T)) = (AT TY = M7 T*) -i, 
故人 心 p(7T*). 这 就 证 明了 p(T)Cp(7T*). 
现 证 相反 的 包含 关系 成 并 ， 对 于 任意 发 p(T*), 由 上 面 的 证 
明 可 得 到 性 0(7 这 时 47 生 一 7” (这 里 1** 是 半 ** 上 的 恒 
等 喘 射 ) 是 下 到 天 ”上 的 双 射 由 于 47 一 2 一 (47 一 7) ”， 
而 (4 一 T)** 可 以 看 作为 47 一 人 的 扩张 〈 见 第 六 章 定 理 3.7)， 故 
47 一 了 是 王 上 的 单 射 . 现在 我 们 证 明 多 (47 一 ?2) = 互 ， 假若 
AI 一 了 ) 关 XX, 由 于 统 (A1 一 了 ) 是 和 的 闭 线性 子 空间 ， 则 存在 非 
堆 的 扰民 使 得 了 在 统 (4A1 一 T) 上 的 值 都 为 零 。 即 对 于 每 一 个 . 
TtX 
0=f((41—T)z)=((A—7T)*f) (7) 
=((41*—7T*)f) (7) 
从 而 
(AI*—7T*)f=0. 
因此 处 o(7T*), 此 与 发 p(T*) 的 假设 相 巴 盾 。 这 样 ， 我 们 证 明了 
47 一 了 是 天 到 和 上 的 双 射 ， 由 逆 算 子 定理 便 得 到 候 p(T)， 这 就 
证 明了 p(T*)Cp(T). 因此 p(7)= p(7*). 
(2) 在 (1 中 已 证 明 o(T) = 二 o(7T*)。 应 用 定理 4. 6(2) 立 即 得 - 
到 : 若 从 ol(T)( 或 o(T*)) 且 4 大 0, 则 作 op(T) 日 4op(Z9)。 关 
于 对 应 于 园 一 非 零 桂 征 值 4 的 特征 网 量 空间 8;(7T\ 与 B.(7*) 具 . 
有 相间 维 数 的 证 明 , 还 需 用 一 些 篇 幅 , 这 里 从 略 . 
(3) 对 于 任意 xEB,(T) 及 fEB,(T*), 有 
Af(T)= (47)=7T) = (Tf) (7)=4f(7). 
e IF9 。 
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扫 4 尖 岂 故 Xz) 一 0. 因此 BT) LE,(T*). 中 

从 上 面 讨论 的 Riesz-Schauder 理论 的 主要 结论 , 若 将 无 限 维 
峰 范 线性 空间 上 紧 算 子 的 谱 理 论 ( 见 定理 4.6) 与 有 限 维 赋 范 线性 
空间 上 的 矩阵 的 特征 值 理论 加 以 比较 ， 我 们 可 发 现 它们 之 间 有 很 
多 相 类 似 之 处 . 

设 X 是 赋 范 空间 ，TE 吉 (XX, 卫 )，4 关 0。 考 上 不如 下 的 算 地 
方程 


(A) : (A417—7T)z=Y, 
(B) (47 一 全 )z 一 和 
(人 C) (41°—7T*)f=y, 
(D) | (MT* 一 人 *) 了 一 0. 


应 用 Riesz-Schauder 理论 ,我 们 来 研究 上 面 四 个 方程 的 可 解 性 的 
雯 在 关系 .定理 4. 4( 或 定理 4.7) 表 有 明了 如 下 的 关系 : 

(1) 方程 (A) 有 一 个 解 x 当 且 仅 当 对 于 所 有 齐 次 方程 (DD) 的 
解 f 篆 有 f(y) = 二 0， 因此 , 若 齐 次 方程 (了 ) 仅 有 了 瞧 一 的 解 了 一 0 则 
对 于 每 一 个 yE 了 方程 (A) 绒 有 解 x. 

(11) 方程 CC ) 有 一 个 解 了 当 且 仅 当 对 于 所 有 齐 次 方程 (B) 
欧 解 x 攻 有 9g(z) 二 0， 因 此 ,车 齐 次 方程 ( B ) 仅 有 唯一 的 解 z=0， 
则 对 于 每 一 个 9E 瑟 * 方 程 (C ) 毕 有 解 了 . 

下 面 的 定理 指出 了 方程 (A) 与 (B) 和 方程 (C ) 与 (D ) 的 可 解 
性 之 则 的 内 在 关系 . 

定理 4.8 设 卫 是 赋 范 空间 ,TE 女 ,( 卫 , 耶 ), 4 天 0, 则 

(a) 方程 (A) 对 于 每 一 个 9E 和 有 解 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 
方程 〈B) 有 了 唯一 的 零 解 . 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (A) 的 解 是 唯 
-一 的 . 

(b) 方程 (C ) 对 于 每 一 个 9E 和 * 有 解 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 
方 保 (D) 有 了 唯一 的 零 解 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (C) 的 解 是 
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一 的 ， 

证 明 (a) 必要 性 .假若 齐 次 方程 (B) 还 有 一 个 解 x1 关 0. 由 
于 方程 (A) 对 于 每 一 个 YE 有 解 , 令 y= 二 x1， 则 存在 zzEX 鲍 是 
(47 一 了 )zs= 一 2 同样， 存在 zaE 满足 41 一人) zs 一 22. 如 此 继 
续 下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 个 序列 {xs} 满足 如 下 性 质 ; 

0 天 2 一 (47 一 1) x= NTT) 一 … 一 (47 一 全 ) zs, 

0 三 (47 一 下)21 一 (47 一 下 )27s 一 一 (47 一 全 )“ 2 
记 .Jr = (CT 一 四) 站 (GEEN)、 因此 ziEN sx R=2, 
3,…)， 这 表明 Ws-_1 是 Wi 的 真子 空间 ， 完 全 类 似 于 定理 4. 5 中 
的 证 明 方 法 ， 我 们 可 导出 矛盾 的 结果 ,因此 齐 次 方程 (B) 仅 有 

充分 性 ， 设 齐 次 方程 (B) 仅 有 零 解 z=0， 根 据 此 定理 前 面 
的 结论 (1 了 ) 知 ,对 于 每 一 个 gEX* 方 程 (C) 名 有 解 f， 因 7 了 * 也 是 
紧 算 子 , 由 必要 性 部 分 的 证 明 , 我 们 得 到 方程 (D ) 仅 有 零 解 了 =0. 
再 根据 此 定理 前 面 的 结论 (1) 知 ,对 于 每 一 个 疙 立方 程 (A) 篆 有 
解 x. 

方程 (A) 的 解 的 唯一 性 是 明显 的 . 

(b) 因 2 和 是 紧 算 子 ,由 (a) 则 (b) 得 证 ， [ 

现在 我 们 把 这 一 理论 应 用 于 第 二 类 型 的 Fredholm 积分 方程 


(4.16) Aa(t)—| Ks, 8)z(s)ds =9(t) 
(这 里 410,K (45) 在 [a,5] x[as5] 上 连续 )， 令 
(TD = Ks) 
则 算 子 也是 紧 算 子 ( 见 $3 例 2), 并 且 
(AT— Tt)=t). 


因此 ,我 们 得 到 的 结论 (已 、 (了 以 及 定理 48 的 (3) 和 (b) 完全 适 : 
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用 于 第 二 类 型 的 Fredholm 积分 方程 ， 这 就 是 所 谓 积 分 方程 的 
“Fredholm 交 和 粹 理论 ?， 它 对 于 第 二 类 型 的 Fredholm 积分 方程 
解 的 存在 性 及 唯一 性 的 研究 有 重大 的 价值 . 


本 ”是 
1， 设 数列 {a} 在 闭 区 间 [0, 1 中 稠密 ， 定 义 算 子 帮 : 1+>1: 使 得 对 于 每 
一 个 + 二 (51s 622"**) E12, 
z= (Qi81s C2629 *") 
证 明了 不 是 紧 算 子 , 
2、 和 定义 算 子 和: C5[0,1]>0L0, 1 使 得 对 于 每 一 个 zxEC[L0,1] 
(ZJ CE) tr 8)。 
证 明了 不 是 紧 算 子 . (参见 3 1 习题 1 的 结论 .) 
3， 设 下 是 赋 范 空间 ,ZTE 纯 。( 和 及) ，4 天 0， 记 算 子 (47 一 人 7)” 的 等 空间 
为 WY，， 妈 
Nis= WMT—T)") (nn€N). 
证 明 : (1) dimwi<< 十 %， 
(2) dm 一 十 co (nEN)，( 提 示 : 对 (41 一 了 了)* 作 二 项 式 展 开 ， 再 应 
用 (1) 的 结论 , ) 
4， 设 天 契 赋 范 空间 ,了 现 。( 有 及) 4 天 0， 令 
Ha= HAT—T)") (nn€N). 
证 明 : 在 包含 关系 式 AiC.AC…C.rC… 中 , 必 存 在 某 个 正 整数 吧 使 得 从 
- 缠 开 始 皆 有 


Vn 二 mris= n= iit 


$5 自 伴 算 子 的 谱 


在 本 节 中 ,我 们 总 假定 五 是 复 Hilbert 空间 ， 我 们 将 讨论 五 上 
的 自 伴 算 子 的 谱 的 特性 . 按照 第 七 章 85 中 的 定义 ;及 上 的 自 伴 算 
子 T 是 匡 到 卫 的 有 界线 性 算 子 并 且 T=T*， 这 里 T* 是 下 的 Hil- 
-bert 伴随 算 子 ， 由 于 对 于 任意 z,yE 瑟 ,有 
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(Tz, Y= (x, T*y), 
因此 ,有 界线 性 算 子 人 是 恕 上 的 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 
任 世 X.YyE 如 有 
(Tzx, 9) = (x, TY). 

在 研究 自 伴 算 子 的 谱 之 前 ， 我 们 须 指 出 自 伴 算 子 下 可 能 没有 
特征 值 ( 见 习题 1 )。 然 而 , 者 人 有 特征 值 , 则 的 特征 值 及 其 对 应 
的 特征 问 量 有 下 面 的 特性 . 

定理 5.1 设 吾 是 复 Hilbert 空间 , 全 是 豆 上 的 目 伴 算 子 , 则 

(1) 了 前 所 有 特征 值 ( 共 7 了 有 特征 值 的 话 ) 都 是 实数 ; 

(2) 了 的 不 同 的 特征 值 所 对 应 的 特征 问 量 互 相 正 交 . 

证 明 (1) 设 4 是 T 的 特征 值 ,x 是 4 所 对 应 的 特征 同 量 . 工 
比 zx0 且 Tz 二 Az。 因 是 自 伴 算 子 ， 则 (Tz,z) 是 实数 ， 而 (zy 
2 一 jz 拓也 是 实数 , 故 由 下 式 

(Tx, 0) 一 (477) 一 4(227) 
如 可 知 4 是 实数 . 
(2) 设 4 和 1 是 下 的 特征 值 ，4 和 关 4、 zz 和 3 分别 是 4 和 4 对 
应 的 特征 问 量 , 因而 
Tx= Az, Ty= 1Yy. 
由 于 了 是 目 伴 算 子 ,了 的 特征 值 都 是 实数 , 故 
A(z,9) = (Tr, 9)= (rz, TY) 
= (x, 10) =4(7z, 9). 
因 44, 故 (xz,9)=0, 妈 xz1y. 中 

定理 5.2 设 T 是 复 Hiibert 空间 五 上 的 自 伴 算 子 , 则 4 是 克 
的 正则 值 的 充分 必要 条 件 是 存在 c 二 0, 使 得 对 每 一 个 zxE 瑟 缘 有 
(5. 1) [41—7)z|>clzl. 

证 明 “=>" 才 4 是 T 了 的 正则 值 , 则 (A 一 7T)"'EB(H,H). 记 
AT 一 T)- 间 一 mm， 因 (47 一 T)-! 尖 0, 故 mq0， 对 于 每 一 个 +*EH， 
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我 们 有 
|z] = 41—7) 7 (47—T) rl<mi AT —T)z. 


令 c= 二 , 则 (5.1) 式 得 证 , 


< 设 存 在 c>0, 使 得 (5.1) 式 对 于 每 一 个 xEH 血 成 立 ， 若 
《A 一 T)z=0, 由 (5.1) 式 有 
0= (417—7)zl<elz], 
则 可 推出 x=69. 这 表明 一 TT 是 单 射 , 或 韦 说 4 不 是 T 了 的 特 
征 值 . | 
下 面 我 们 只 要 证 明 入 一 7 的 值 域 玉 (41 一 T) == 瑟 , 从 南 27 一 
了 就 是 双 射 , 故 由 逆 算 子 定 进 , (1 一 了 ) iE 地 (H, 且 ), 即 久 是 正则 
值 的 结论 得 证 ， 为 了 证 明 统 (hI 一 T) = 五， 我们 只 要 证 明 以 下 
两 点 . z 
(a) KOAT—T)=H., 设 zo OA 人 DD), 从 而 zo RIT). 
雪 此 对 于 任意 xe 
0=((A1—T)x, x0) = A(z, 00) — (TY, ro0). 
由 十 了 是 自 伴 算 子 , 我们 得 到 
(zx, Tx0) = (Tr, 0) 一 (z, 4Zzo)， 
攻 Tozo=4zo， 我们 断言 必 有 z=0、 因 为 假 车 zo 夭 0 则 不 是 TT 的 
特征 值 . 由 定理 5.1(1), 4 是 实数 ， 故 4= 万 ,此 与 4 不 是 了 的 特 
征 值 的 绪论 矛盾 ， 这样, 我 们 证 得 
ROUTED = {0). 
根据 第 七 章 推论 2. 11, 便 得 到 统 (17 一 T) = 
(b》 统 (和 1 一 T) 是 五 中 的 闭 集 ， 设 yE 训 (1 一 T) , 则 存在 z,E 
万 (nEN) 使 得 
/ lim (A1—T)2, =Y. 


的 而 收敛 序列 {( 福 一 Tx,} 是 Cauchy 序列 ， 由 于 
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TAT—T) x, — (A —T)rnl 之 cz 一 2 

可 知 {zw} 是 五 中 的 Cauchy 序列 .而 吾 是 完备 的, 故 存在 XEH 使 
得 x,->zx， 因 此 : 
(A —T)z=lim (AH—T)¢=y. 
由 此 可 知 儿 -22047 一 了 )， 

综 上 所 证 ,我 们 得 到 

ROI—T) = HAI-T)=H. 

此 定理 得 证 。 中 


定理 5.3 若 了 是 复 Hilbert 空间 鼠 上 的 自 伴 算 子 , 则 全 的 谱 
0(T) 完 全 落 在 实 轴 上 . 


证 明 只 要 证 明 对 于 任意 4=a 十 i8, 其 中 apBER 且 8 天 0， 
皆 有 从 p(T) 即 可 . 
对 于 五 中 任意 非 零 元 素 z, 有 
((47 一 在 )2Z) 一 402 27) — (Ts, 2). 
由 于 (x,2) 与 (Tx, 2x) 都 是 实数 ,于 是 
CATEIIR,z) = 7) — (TY, ¢). 
两 式 相 减 ,以 记号 1m 表 示 复 数 的 虚 部 , 则 得 到 
2iIm((A1—T)zx, 2) 一 (4 一 4)(z 2) 一 22012z| 
上 式 两 端 取 绝 对 值 ,再 应 用 Schwarz 不 等 式 , 得 到 
B11zl?< | CITT), 7) | S147T) rH lz 
拓 z 关 9, 上 式 两 端 同 除 以 jl 得 
[1—7)z| 守 181|z|. 
因 Bb 关 0, 应 用 定理 5. 2, 我 们 便 得 到 Ap(T)， 定 理 得 证 . 曲 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 将 更 为 仔细 地 讨论 自 伴 算 子 的 谱 的 一 
些 特 性 . 
定理 5.4 若 了 是 复 Hilbert 空间 五 上 的 自 伴 算 子 , 则 人 的 谱 
完全 落 在 实 轴 上 的 团 区 间 [m, 对] 中 ,这 里 
e。 了 人 3 。 
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(5. 2) m= inf (Tx,x) M= sup (TY, 7X). 
有 一 于 站 一 


证 明 ”由 定理 5. 3 知 ,o(7T) 在 实 轴 上 。 对 于 任意 o 盖 0, 我 们 
证 明 4== MM 十 cEp(T)， 
对 于 互 中 任意 非 零 元 素 x, 令 v=]51. 于 是 z=1z1v 并 且 
(Tz, 7)= 12zl* (Tv, v) {zl “sup (Ty, 9) 
= (x, +)M. 
因此 一 (7z,2) 宇 一 (x,7z) 了 好 ， 应 用 Schwarz 不 等 式 , 我 们 得 到 
IAT—T)zllzl((AT—T) x, 2) 
=A(r, +) — (Ts, 4)>A(2,7) — M(x, 2) 
一 (4 一 到 )(zz) 一 cz 
因 z 才 9, 两 端 同 除 以 fz 得 
1(47—7T)zl>clzl. 
应 用 定理 5. 2, 即 可 得 从 p(T). 
同样 可 证 ; 阁 4<w 则 从 p(T). 因此 o(T)CLm, M1].。 0 
定理 5.5 若 人 是 复 Hilbert 空间 五 上 的 自 伴 算 子 ,m 和 WM 是 
(5. 2) 中 定义 的 两 个 实数 , 则 
[T=max(ml, |M|)= sup | (Tx, 2)|. 
证 明 容易 看 出 z 
max(|m|, |M|)=sup| (Tz, 2)|. 
令 KK=max(|m|, | 术 |)， 由 Schwarz 不 等 式 ， 
(5. 3) K=sup| (Tz, x) lS sup ITz| z= 47. 
另 一 方面 ,对 于 任意 豆 中 范 数 为 1 的 元 素 9 ,我 们 证 明 
(5. 4) ITyi<<K. 


若 Ty==90, 则 (5.4) 式 成 立 ， 现 设 Ty 去 9. 令 
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5 一 和 7 外 区， w=179 try. 
则 Iw 有 = 上 Tw 上 = 上 17Tyj。 注意 到 如 下 事实 对 于 五 中 任意 非 零 元 素 
4; 记 一 让， 则 有 4%= julwo 且 
| (Tau, 12) | = bd? | (Tw, 10) | 
< “supl Tz, x) | = Klul?. 
而 是 自 伴 算 子 ， 我 们 可 直接 推 得 


|7y] = 5 (Ty, Ty) + (Ty, 9)] 
3L(To, w) + (Tw, vo)] 
= 地 | (Tl2+w), 20+w) — (To—w), v0—w)| 
< FE Totw), otw)! +17 Ww), 2—wW)|] 


lk lo +wl:+ 1o—wl’) 
1k 
3 


K (vol:+ [wl 


Ed 


=kKl7Tyl. 


因此 17 纠 秋天 .此 不 等 式 对 于 任意 互 中 范 数 为 1 的 元 素 y 皆 成 立 ， 
从 而 


《5. 5) [2 二天。 
油 不 等 式 (5. 3) 及 (5. 5) 便 可 得 到 
[TI=K=max(im|, | M1)=sup I(Tx, 2) |, [ 


定理 5.6 若 了 是 复 Hilbert 空间 马上 的 自 伴 算 子 ,mm 和 有 是 
《5. 2) 中 定义 的 两 个 实数 , 则 人 和 都 是 克 的 谱 点 . 
证 明 我 们 来 证 MEoa(T)。 首先 指出 两 个 显而易见 的 结论 : 
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对 于 取 定 的 实数 外 , (1) 若 了 是 自 伴 算 子 ， 则 天 7 十 下 也 是 自 伴 算 
子 ; (2)uEo(T) 当 且 仅 当 4 十 KEo(KITT)( 即 o(KI+7T) 是 o(T) 
的 平移 )， 因 此 不 失 一 般 性 可 设 
0 过 mY. 

由 定理 5.5, 可 得 

M= sup (Tz?, x+) = 17. 
由 上 确 界 的 定义 , 任 取 一 列 单调 下 降 趋 于 0 的 正 数 {6,}, 则 对 于 每 
一 个 60;, 存在 点 列 {xz} CC 囊 ,zx,j 二 1, 使 得 

(Tx,, rn) > MM —o0,. 


[Tz IT z= 171=M 


Mz — Tx, = Mz,— Tr,, Mr — Tr,) 
?| zl? —2M(Tz,, zn) + [Tz,l? 
SM lz 一 2 一 0) 十 及 
-一 2416， 
即 1 CMI 一 T)z,l 一 0， 由 定理 5.2 知 有 Ep(T), 从 而 好 Eo(T). 类 
似 地 可 以 证 明 mto(7). 
有 界线 性 算 地 了 的 谱 o(T) 是 三 个 互 不 相交 的 集合 ( 即 点 庶 
on(7) ,连续 诺 ce(7) 和 剩余 谱 co.(7T)) 之 并 ， 在 本 章 $1 中 , 我 们 
已经 知道 ， 在 有 限 维 线性 空间 中 的 线性 算 子 了 《和 对 应 于 一 个 目 
阵 ) 的 谱 o(T) 一 op(T), 或 者 说 oo(T)==0.(T)=， 在 下 面 的 定 
理 中 ,我 们 将 证 明 , 自 伴 算 子 的 剩余 谱 是 空 集 . 
定理 5.7 若 了 是 复 Hilbert 空间 有 上 的 自 伴 算 子 , 则 了 的 剩 
余 谱 0,(7T) = 人 3. 
证 明 假 帮 0o.(7T) 关 了 ,可 设想 o,(7T). 由 剩余 诺 的 定义 知 ， 
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久子 A471 一 T 是 可 逆 的 ， 然 而 它 的 值 域 殉 (M1 一 TD) 在 瑞 中 不 稠密 ， 
了 即 . 受 (47 一 在) 关 五 ， 由 第 七 但 推 论 2. 10， | 
H=%A1-T) DRAT—T) ， 


故 在 吏 (C47 一 FP 中 存在 非 零 元 素 包 于 是 ! | . 殉 (41 一 四， 即 对 你 
一 个 xEH,， 
(5. 6) ((A1—T)7x,y) =0. 
由 于 4 是 实数 ( 见 定 理 5.3), 下 是 自 伴 算 子 .从 而 47 一 全 也是 目 入 
算 子 , 故 对 每 一 个 xE 五 由 (5. 6) 式 得 到 

(xz, (AT—7T)y)=0. 
令 7 二 ( 一 T)y. 则 由 上 式 得 到 1 (47 一 T)y 上 ==0, 于 是 

(A41—T)y=0. 

因 y 关 9, 故 4 是 了 的 特征 值 ， 此 与 从 oo.(T) 相 记 盾 ， 这 束 证 明了 
Or =， 


坷 是 
1。 设 算 子 ;2[00,1]->72[0, 了 定义 为 
(Tx) (tt) =r(t)., 
证 明 是 2-0, 1] 上 的 自 伴 算 子 且 没 有 特征 值 . 
2， 在 定理 5.6 中 补 上 mto (ZT) 的 证 明 . 
3. 设 了 是 Hilbert 空间 五 上 的 自 伴 算 子 。 证 明 : 者 T 了 之 0《 即 对 于 每 一 
个 xE 且 和 有 (Tz,7z) 实 0), 则 (十 T) -1 存在. : 
z 4， 设 五 是 复 Hilbert 空间 ,五 去 {0}。 若 五 上 的 自 伴 和 滤 子 7 又 是 紧 算 
子 , 则 
(1) 了 了 至少 有 一 个 特征 值 ; 
(2) 若 了 没有 腊 于 零 的 特征 值 , 则 工 =0。 
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(说 明 : 数码 1 一 2 表示 第 一 章 8 2; 4 一 0 表示 第 四 章 $ 1 以 前 , 其 余 类 推 ) 


一 一 对 应 
一 一 映射 
一 致 收 化 
一 致 有 界 
一 致 连续 


二 次 对 偶 空 间 


子 空间 
子 履 盖 
子 集 
上 和 努 
上 确 窜 
上 极限 
下 雾 
下 确 罚 
下 极限 


无 处 稠密 的 
无 限 集 
无 者 的 
无 限 维 
不 可 数 集 
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01e 10 One COrrespondence 


One to one mapping 
uniformly convergent 
uniformly bounded 


uniformly continuous 


-一 


Second dual space 


三 画 
subspace 
Subcovering 
subset : 
upper bound 
Supremum 
limit superioar 
lower bound 
2Rf imum 


limit inferior 


四 而 


nowhere dense 
infinite set 
unboundeu 

infinite dimensionat 


uncountable set 


1-2 
1-2 
6-5 
6-4 
2-4 


6-3 


2-2 


2-2 


1-3 


内 积 空 间 
双 线 性 泛 消 
汉 射 
元 素 


是 集 

对 偶 空间 
半 度 量 
外 测度 
发 射 的 
平凡 拓扑 


平凡 拓扑 空间 


本 性 上 确 界 


本 性 有 界 可 测 函 数 


正 交 分 解 
正 交 系 
正 交 序列 
正则 值 
正则 集 
正 齐 性 的 
正 部 
正常 算 子 
可 分 的 


fired poini 

Open neighborhood 
Open mapping 
open ball 

Open set 

tnfterior porsnt 
interior 

nner prodvuct 
inner product space 
Dilinear functional 
bijection 


element 


五 画 


Conver set 
dual space 
Semimetric 
Oufer measyre 
divergent 


trivial topology 


triviat topology space 


essential supremum 


essential bounded measurable function 


orthogonal decomposition 


orthogonal System 
ortfhogonatl sequence 
reguiar valve 


regular set 


POStiive homoveneous 


postitive part 
nn0rmal operator 


separable 


a TE i 


可 度量 化 的 
可 测 空 间 
可 测 黄 数 
可 神 集 
可 聘 入 
可 数 集 


补 集 

向 量 空 间 
仿 诈 其 

于 缩 映 射 
字典 序 平面 
在 点 ze 连续 
导出 的 度量 
导 集 

共 饮 空间 
共 思 算 子 
收敛 的 

政 敛 于 之 
月 反 的 

自 伴 算 子 
自然 映射 
全 译 集 
全 变 差 
全 连续 算 子 
同 是 的 

= ?92 。 


meirizable 
measurable space 
measurable function 
measurable set 
embeQdabvle 


countable set 


7 
Union 
intersection 
ee-net 


negqative part 

erxtension 

complementi set 

Vector space 

pseudometric 

contraction 

lericographically ordered Ylane 
continuous Qt a pont 2o 
tnduced metric 

derived set 

conjugate space 

conjugate operator 

convergent 

Converges to 区 

reflerive 

self-adjoint ogperator 

natura!l mapping 

totally orgderd set 

total variation 

completlely continuous [linear operator 


homeomorphic 


: 同 是 跌 身 


同 构 的 线性 空间 


同 构 映射 
闭 子 空间 
闭 包 

闭 线性 算 子 
闭 球 

. 闭 集 

有 限 子 覆盖 
有 限 的 

有 限 集 

有 限 的 e- 网 
有 限 维 

有 和 究 的 

有 界线 性 算 子 
有 盆 线 性 泛 函 
有 和 盆 变 差 沙 数 
列 紧 空间 
列 紧 集 


余 区 间 
沁 捕 
坐标 集 
邻 域 
邻 域 系 
拟 夭 零 鼻 子 
投影 

伴随 重子 
西 算 子 
连续 


连续 谱 


homeomor phism 

tSOMOPT phiC linear space 
1SOMOT phism 

eosea subspace 

closure 

closed linear operator 
closed balt 

ciosew set 

finite subcovering 

finite 

finite set 

finite e-net 

finite dimensional 
Vounded 

bounden linear operator 
bounded linear funstionan! 
function of bounded variaiion 
sequntiatlly compact space 


Segquntially compact set 


七 


complementary interval 
functional 

coordinat set 
neighborhood 
neighborhood system 
duasi_ ni potent operator 
proyection 

ad joint operator 
unitary operator 
CONINUOUS 


CONtiNuUous spectrum 


极 大 元 

极 小 元 

极限 

极限 点 
完全 有 界 空间 
完全 有 界 集 
完全 规范 正 交 系 
完全 集 

完备 化 

完备 的 


范 数 

典范 表达 式 
暴 范 上 映 射 

拓扑 

拓扑 空间 
直 交 的 

直 交 补 
直 积 

各 接 和 
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mazxima!l element 

minimat element 

Limit 

lim?it point 

totalty bounded space 
totally bounded set 

total orthonormal system 
complete set 

com pletron 


comnplete 


八 画 


Sum 

Lomain 

tSolatead pornt 

tn jection 

ertendea rea!l tine 
orthonormal system 
converges to 了 in measure 
function 

empy set 

POWer 

NOTm 

canonical representation 


canonmncalt mapping 


. topology 


topologicat space 
orthogonal 

orthogonalt complement 
direct product 
diameter 


dirsct sum 
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线性 子 空间 
线性 无 关 
线性 空间 
线性 序 集 
线性 组 合 
线性 包 
线性 算 子 


差 
选择 纯 数 
指标 集 
喘 射 

恒 竹 映射 
点 谱 
度量 

度量 空间 
测度 
测度 空间 
绝对 收敛 的 
绝对 齐 性 的 
相等 
相关 拓扑 
禾 盖 

复合 映射 
递 喘 射 
逆 象 


积分 


linear subspace 
linearly indepenadent 
linearly depenadent 
linenr space 
(inearly ordered set 
linear comowmattion 
tinear pul 


linear operator 


九 男 
difference 
choice function 
inder Set 
mapping 
identity mappng 
Pont specirum 
metric 
meitric space 
measure 
medasure space 
absolutely convergent 
absolute-homogeneous 
equal 
relative topology 
CODETZ28 
COMPOSLtiON 
iNnVerTSe maPPING 


inverse mage 


十 ” 画 


kernet 


integral 


展开 式 

球面 

值 域 

距离 函数 
原 祭 

寺 子 空间 
皇子 集 

多 于 

过 路 伍 的 

多 收 伍 的 
99” 列 紧 的 
特征 向 量 空间 
特征 值 

特征 函数 
紧 空 间 

其 连 的 半 度 量 空间 
紧 连 空间 
紧 连 拓扑 

紧 线性 算 子 
紧 集 


粗 于 
3: 计 分 布 消 数 
商 空间 
号 天 集 
车 值 映射 
维 数 
第 一 纲 集 
第 二 纲 集 
基本 序列 
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expanstion 

sphere 

range 

aistance function 

inverse image 

proper subspace 

prorner subset 

weaker 

weakly convergent 

Weak”* convergent 

weak™” sequentially compact 
ergenvector 

ergqenspace 

eigenvalue 

characteristic function 
compact space 

indiscrele semimelric space 
naiscrete space 

indiscrete tonolony 
com?act lnear oyerator 


compact set 


十 一 画 


COAaTSer 


cumulative mstribution function 


quotient space 
meayer set 
constant mapping 
dMmension 

first category set 
Second category set 


fundamental sequcnce 
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基数 
范 代数 

峨 沁 空间 

赋 范 线性 空间 

离散 空间 

:离散 拓扑 

栅 敬 度量 

偏 序 

人 编 序 子 集 

偏 序 集 


象 
超 平面 
2?- 震 可 积 的 
集合 
剩余 谱 
最 大 下 分 
最 小 上 界 
最 佳吉 过 
强 丁 
强 收 合 的 
起 有 界 的 
等 价 的 
等 价 类 
等 距 同 构 的 
等 中 的 
-等 中 空间 
-等 距 映 射 


carainal number 
normed algebra 
normed space 
normed linear space 
discrele. space 
discrete topology 
discrete metric 


pariialt ordering 


partially ordered subset 


partiaily ordered set 


十 二 于 
2MAge 
hyperplane 
p-power integrable 
set 
residual spectrum 
greatest Lower bound 
least upper bound 
best approrimation 
stronger 
Strongly convergent 
strongly bounded 
equivalent 
equivalence class 


equipotent 


iSsometricalliy somorphic 


iSsometric 
iSOmetric space 


tSometry 


1-1 


简单 函数 
零 宇 问 
备 测 度 集 
稠 窗 


。 398 。 


十 三 画 以 上 
simple function 
nutt space 
set of measure zero 
dense 
surJection 
cross-Ssection 
accumutlation pornt 
spectrum 
Specitralt radius 
spectral valrve 
resolvent 
resolvent set 


resolvent operatior 


Arzela-Ascoli 
Baire 

Barach 
Bernstein 
‘Bessel 


H. F. Bohnenblust 
Bolzano-Weierstrass 


Borel 
‘Cantor 
Carathéodory 
Cauchy 


‘Cauchy-Schwarz 


P. J. Cohen 
CTeEKNOB-Szego 
Dirichlet 
tropoBs 
Enflo 
Fourier 
Fredholm 
Fubini 
‘QGram 
Hamel 
Hahn-Banach 
Hausdorff 
Heine-Borel 
十 [jjbert 


常见 人 名 表 


2-8 
2-6 
2—7 
1-4 
7-3 
6~-2 
9-3 
3-1 
2-3 
3-1 
42-5 
2-1 
1-5 
6-4 
3-3 


Holder 
Jordan 
Lax~-Milgram 
Lebesgue 
JIv3UH 
Minkowski 
de Morgan 
Parseval 
Peam 

Radon 
Riemann 
Riesz 

Riesz- Schauder 
J-Schauder 
SCh warz 
Simpson 
Sobczyk 
Steinhaus 
Stieltjes 
Tietze-y DBICOH 
Volterra 
Weierstrass 
Young 


Zermelo 


Zorn 
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2 

z(f) 
%(f) 
f-i 

STA) 
. AxB 
X 4。 


oced 
Cabi 
B(20,7) 
B (ro *) 
S (Xo, 7) 


inf 


pr rr 


第 用 符号 


至 焦 

映射 了 的 定义 域 
映射 了 的 值 域 
双 射 了 的 逆 映 射 


集 4 的 所有 子 集 组 成 的 集 


集 4 与 集 B 的 直 积 


指标 集 如 的 集 族 {4。14eb 的 直 积 


[a,51 上 所 有 连续 函数 的 信 体 组 成 的 集 
以 3 为 中 心 7 为 半径 的 开 球 
以 zo 为 中 心 ? 为 半径 的 闭 球 
以 z 为 中 心 ? 为 半径 的 球面 


下 确 价 

上 确 界 

集 4 的 内 部 
集 4 的 时 集 

集 4 的 财 包 
集 互 的 测度 

集 瑟 的 外 测 诬 
扩张 的 实 次 线 

集 百 的 特征 函数 
的 虐 极 限 

f; 的 下 极限 
几乎 处 处 

于 的 正 部 

了 的 负 部 

f, 依 测 底 收 钱 于 于 
集 五 关于 * 的 截 口 


Gb, f) 
at) 

sparM 
dim 总 
Ey] 

ww (7) 
zl 

和 尖 (A, 了 ) 


和 大 机 
JT 

和 ]Y 
AlB 

A 

YOZ 
p(T) 
oT) 
OptT) 

E, (7) 

oo (TT) 
co, (了 ) 

吧 ,{ 尘 , 了 ) 


三 在 吾 的 下 方针 形 

f 在 [oo 二 的 全 变 差 

开张 成 的 (或 生成 的 ) 子 空间 

和 的 维 数 

元 素 x 的 范 数 

算 子 了 的 零 空 间 

算 子 7 的 范 数 

所 有 立 到 了 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 
组 成 的 赋 范 空间 | 

和 的 对 偶 空 间 (或 共 物 空间 ) 

了 的 伴随 算 子 (或 共 斩 算 子 ) 

元 素 z 与 元 素 8 正 交 

集 4 与 集 B 正 交 

集 4 的 正 交 补 

三 和 了 的 直接 和 

T 的 正则 集 

全 的 谱 

了 的 点 谱 

TT 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 空间 
了 的 连续 谱 

了 的 剩余 谱 

赋 范 空间 有 到 了 的 紧 线 性 算 子 的 全 体 
组 成 的 集 
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